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Es importante que un nuevo planteamiento del algebra y los niimeros intente tener un sentido arit-
mético Yy algebraico. Esto sera asi si se aplican, controlan y desarrollan soluciones a problemas o situaciones
reales. Pero eso requiere dotar de significado a los contenidos y procedimientos, asi como no perder de vis-
ta actitudes y valores apropiados del razonamiento matematico.

Number sense and algebraic sense, or something more?

A new role of planning numbers and algebra is revisted and required. Number sense and algebraic
sense plays an important role for this requirements. We have number-algebraic sense if we apply, control and
develop contextual solutions to real problems or situations. It means to have meanings for concepts and
processes, but no loosing attitudes and values belonging to mathematical reasoning.

I ARITMETICA Y ALGEBRA ESCOLAR. SUPERANDO EL
CONTEO Y LA NUMERACION

Durante muchos afios, la aritmética se ha considerado como la antesala del trabajo algebrai-
€O, pero eso es algo que debe cambiar. El conteo y la numeracion han sido los puntos claves de la
ensefianza-aprendizaje numérico. Se necesita saber contar (y por lo tanto, conocer los ntimeros) an-
tes de descomponer un niimero en decenas y unidades, para luego introducir centenas, y as ver al-
glin dia lo que es el sistema de numeracion decimal, y mas adelante lo que es un resultado exacto
y aproximado. Esto, junto con las operaciones, es lo esencial del aprendizaje primario. Mientras la
aritmética escolar sigue siendo el arithmos technion (= técnicas con niimeros o numeracion), el al-
gebra escolar -en cambio- ha perdido su origen (aldjaber = recomposicion o restitucion) (Picatoste,
1862). S6lo hay que ver los programas de muchos paises: se reducen a aritmética con letras.
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En las aulas, tanto en aritmética como en &lgebra, se han dado dos visiones opuestas:
la extremadamente formal y tecnicista regida por la estructura o la utilidad, y la simplemente
manipulativa basada en que el alumnado conozca lo que hace. Ambas son parte de la
«vieja» visidn aritmeticista o estructuralista. Vamos a multiplicar; es necesario sumar, porque
se trata de una adicién repetida; primero multiplicamos por nimeros de una cifra, luego por
dos,.. y no deberiamos obtener como resultado nimeros grandes. Después, tenemos que
hablar de multiplos (mds tedrico) para poder hablar de multiplos de 3 (ejemplo concreto), y
luego ver si un niimero es multiplo de 3 o no (aplicacién de la definicién). La ensefianza
pretende -sin conseguirlo- que un estudiante diga entonces que «a/b es la fraccidn-nimero
3 sélo si a = 3b». ¢Pero es verdad que esos «contenidos» (numeracion, multiplicaciéon, mul-
tiplos, fracciones) son tan distintos? ¢Es cierto que se necesitan de forma tan encadenada?
¢Hay que mantener esa vision reformista que solo relaciona adicion con sustraccion, multi-
plicacion con division? Seguro que los lectores responderdn que no. Pero, ¢cdmo trasladar
ese no a un proceso de ensefianza-aprendizaje nuevo y productivo en el aula ?

I CENTRANDO OBJETIVOS. ;QUE HACER CON LOS
RECURSOS?

Jugar y manipular son consignas que todos conocemos. Algunos consideran que aun-
que asi se trabaja la aritmética, no se puede llegar al dlgebra. (Debemos dejar de lado los
elementos manipulativos como las regletas de colores? Los que hace diez afios decian que
no, ahora dicen que «no hay en los centros». El nuevo problema para todos, tanto si utili-
zamos o no los materiales es: ¢no estaremos pensando en usarlos con el tnico objetivo de
llegar a saber... sin valorar los procesos.. incluso algebraicos? ¢No estaremos olvidando que
entre los contenidos de todo tipo existen relaciones, y que éstas solo se ven, usan, plasman,.
proponiendo problemas para investigar? <Y no sera que no nos hemos planteado nunca que
un aprendizaje debe integrar lo dificil? ¢Qué espacio dejamos para el andlisis y la sintesis si
s6lo se manipula con letras o nimeros? ¢Y la tecnologfa?

He aqui, como ejemplo, un problema para nifios de 8 afios con contenido algebraico,
que establece relaciones; no es dificil y ademas utiliza las regletas de colores o cartulinas li-
neales con los nimeros del | al 10: «Cierra los ojos. Toma una regleta (de nimero desco-
nocido), o una combinacién de ellas. cCémo saber si el numero total es par o impar? ¢Hay
alguna forma de averiguarlo sin mirar y sin contar?».

Otro ejemplo claro, que lucha contra los detractores del método de aproximacién pa-
ra la ensefianza de la division, es el siguiente: «Soy productor de lapices en una fabrica de
elementos de escritorio. Debo repartir los 435 lapices que se producen en una hora, en ca-
jas. ¢Como hacerlo?». La discusion que va a seguir a la reflexion del alumnado no sélo va a
conducir a la conclusién de que la accion de repartir se corresponde con el contenido de
dividir, sino que la pregunta abierta plantea temas tan dispares como:

- Un trabajo sobre la exactitud o no, que llevaria a los divisores de 435,

- El propio algoritmo de la divisién, haciendo paquetes,
- El razonamiento hipotético general, «qué ocurriria si fueran..»,
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- Las congruencias, observando los lapices que quedan sin caja..
- Invenciones diversas.

¢Por qué evitar este tipo de reflexiones que dara lugar a trabajos monogréficos de los
estudiantes y eliminar uno de los pocos placeres de la escuela como es el descubrimiento?

I MEJORAR LOS SENTIDOS

El aprendizaje efectivo actual se enfrenta con la complejidad. Y 1a complejidad no se
alcanza por la suma de las partes, sino por andlisis y sintesis de relaciones en forma arbdrea:
de modo organizado a veces, anarquicamente otras, volviendo atras, avanzando y propo-
niendo cosas desconocidas, etc. De lo contrario, se frena el cambio hacia una ensefianza de
la aritmética y del dlgebra mas unidas. En efecto, el «sentido comtn» dice que el todo es ma-
yor que la parte y, por lo tanto, el resultado de una suma con naturales es mayor que sus
sumandos. Pero cuando uno descubre como funcionan los enteros, se ve que una suma
puede ser menor que uno de los sumandos. Para reconocer eso, es preciso poseer sig-
nificados del entero, y una vez trabajado bastante el sentido numérico (no comun), es muy
probable que se amplie al campo de los enteros. Si se sigue asi, viendo esas pérdidas de
sentido y alcanzando nuevos sentidos, se progresa cientificamente. Es decir, descubrir me-
diante investigaciones, va a mejorar el sentido y es asi mismo una forma de considerar la di-
versidad del alumnado.

Mostrar «nuevo descubrimientos», por ejemplo, las estructuras de procedimientos arit-
méticos como algo novedoso, es lo contrario de lo que hemos expuesto. Unos alumnos en
practicas decfan: «Mira. Los chicos tienen una lista de problemas, y deben indicar cudles se
resuelven mediante una adicién y una sustraccidn, cudles mediante dos adiciones, cuales
mediante dos sustracciones.. Estd en el libro».. Eso es tan nefasto como el querer ver que la
adicién y la multiplicacién con ndmeros naturales poseen la propiedad conmutativa, asocia-
tiva, existe elemento neutro, pero no hay simétrico sin haberle dado significado a partir de
una investigacion.. «<Yo no les cuento lo de grupo, anillo..» Bien, pero ¢por qué se cuenta
eso? Estas visiones no son buenas interpretaciones de descubrir, y no mejoran un sentido
numeérico ni algebraico, como se puede deducir viendo a los estudiantes resolviendo pro-
blemas.

I CADA CUAL OTORGA SIGNIFICADOS... SI LE
DEJAMOS

Nos sorprendemos cuando vemos que alumnos de 7 afnos saben darnos motivos del
porqué un numero «mds largo» es mayor (Lerner & Sadowsky, 1994). No nos creemos que
unos chicos de 11 afos puedan «generalizar» un aritmograma. (Por ejemplo, en la figura 1,
buscar los ntimeros de los vértices, sabiendo lo que suman dos vértices consecutivos.)

Lo que el maestro de Juan supo provocar (después de que Juan explicase lo que habfa
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Figura |

Buscar los nimeros de los vértices sabiendo que el nimero que figura es la suma de los vértices
consecutivos

Del ejemplo,

10 9

Juan generalizo a..

05

encontrado) es la reflexion sobre el hecho de que si la suma (4 + 6 + 3) no es un nimero
natural, las soluciones deben ser decimales.. Y en algtin caso esa sucesion de tridngulos va a
dar ndmeros enteros. Experiencias como ésa las hemos desarrollado en la formacion de pro-
fesores con gran éxito y sin dificultades.

El ejemplo anterior es un buen trabajo en que el estudiante acaba planteando que en
un caso general (Pirie, 1994) con numeros desconocidos en los vértices y con lados a, b, ¢,
la suma de los nimeros desconocidos es 2 (a + b + ¢) e incluso preguntandose si es lo
mismo que 2a + 2b + 2c. iEso no lo esperabal En nuestra experiencia con profesores, algu-
nos fueron probando -como los chicos- y otros, resolvieron el aritmograma por medios al-
gébricos porque nadie prohibié hacerlo de este modo. iLo mismo ocurriria con el alumnado
de 13-14 afios! Cada cual descubre lo que quiere y lo que puede, de acuerdo con su cono-
cimiento.. Es decir, cada uno construye con el sentido numérico-algebraico que posee. De-
jarse sorprender por un estudiante y reconocer la creatividad y originalidad implicitos en
respuestas no previstas, es una gran cualidad exigible al profesor actual. No sélo proporcio-
nar sorpresas, sino aceptarlas de los demas.

Consideramos que haber enfatizado las dificultades de conocimiento (por el enfoque
psicolégico de los ultimos afios), puede hacer olvidar la reflexion sobre lo que es la propia
aritmética. Y viceversa, haber tratado de hacer un trabajo tedrico deductivo (los afos ante-
riores), es un error histérico que parcializa nuestra cultura occidental. En efecto, la aritmética
incluye no sélo aprender la numeracién y el conteo sino:

- Reconocer y utilizar significaciones diversas (por ejemplo, usar puntos de referencia

que amplian lo simplemente manipulativo, en casos de aproximacion),

- Analizar el porqué de algoritmos (por ejemplo, justificar conceptualmente el porqué

de la regla de divisibilidad por 3,

- Usar adecuadamente 'y razonar reglas (por ejemplo, de muchas técnicas, destrezas y

-habilidades combinatorias),
- Realizar descubrimientos o «teoremas» (por ejemplo, situaciones de teoria de ndme-
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ros). Esto s6lo se consigue si se promueve un aprendizaje basado en la produccién y descu-
brimiento constante.

De forma semejante, trabajar el dlgebra no es sélo el tratamiento y uso de reglas de un
lenguaje simbdlico. Es ante todo:

- Reconocer la diversidad de lenguajes para expresar realidades, de forma general (por

ejemplo, dlgebra lineal, lenguaje informético, etc) dando significado a situaciones

diversas para resolver problemas,

- Especializar las reglas sinticticas que rigen esos lenguajes (por ejemplo, sistemas de

ecuaciones),

- Razonar sobre las relaciones o traducciones entre ellos (por ejemplo, geometria alge-

braica) insistiendo en la significacion del razonamiento,

- Identificar y desarrollar la capacidad de distinguir cual de ellos es el mds adecuado

(parametrizacion, desarrollo matricial, etc.).

Pero también:

- Usar un fenguaje general para describir procesos de sintesis no necesariamente arit-
méticos {por ejemplo, espacios vectoriales), clasificacion, etc.

- Razonar sobre estructuras generales en fenémenos (ejemplo, teorfa de grupos) siste-
matizando lo que sea preciso.

- Ser capaces de aplicar simbolos a un razonamiento para darle generalidad (ejemplo,
demostracion formal, [6gica algebraica),.

Adquirir sentido numérico-aritmético-algebraico comprende, por lo menos, saber re-
solver situaciones de diversos tipos, justificando el porqué se adoptd una u otra idea.

I LAS PREOCUPACIONES DEL PROFESORADO

Mientras pronunciamos discursos como el anterior, muchos profesores se preguntan
¢hay algo que cambia en las propuestas de reforma educativa y de programas? ¢hay algo
que debe cambiar en las aulas?.. A menudo se oyen frases como éstas: «5i no ensefiamos
a resolver ecuaciones, ¢como van a resolver problemas mediante el lenguaje algebraico?»,
«¢Quién lo hard?» o «Lo importante es que sepan dominar las operaciones elementales
cuando vienen de primaria y ya iremos introduciendo el sentido matematico en se-
cundaria» que estan dando paso a estas otras: «Ni siquiera operan correctamente con los
naturales», «Usan la calculadora, pero no saben cuidndo el resultado no es correcto».. En el
fondo, muchas de estas frases ocultan cierto desafio personal: (qué voy a hacer si no
enseno a resolver ecuaciones? O bien una pregunta mas abierta y extrovertida: (qué debo
o puedo hacer? Cuando el formador dice: <Haz mas geometria», o «<Haz problemas y admite
que no se resuelvan mediante el dlgebra» la contrarréplica es inmediata: «<Esa no es la
respuesta.

La dificultad es atin mayor si se piensa que nos hemos deslumbrado por el
problema del lenguaje. Es decir, resolver situaciones de lenguaje aritmético o algebraico -
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que era necesario- no es el fin y la solucién de todos los males. Algunos profesionales
hemos creido ver que la importancia por otorgar significado a los simbolos y a las
operaciones va a resolverlo todo.. Las dificultades no se resuelven, son los estudiantes
quienes deben otorgar significado y no el profesor quien lo «ensefie». La impaciencia y la
insatisfaccion de muchos profesores frente a los «resultados» que se observan con los
estudiantes de 14-15 anos, parece aduenarse de un colectivo que hasta hace unos afos
no reflejaba esa preocupacion. Las reformas han sido necesarias, pero no suficientes.
Entre otros factores, creemos que no ha bastado la argumentacion sobre la atencién a la
dificultad (<los temas algebraicos y de andlisis deductivo son los maés dificiles»), y a la
motivacion. Eso no convence ahora a nadie, y mucho menos, porque se identifica (en el
marco de la impaciencia) con «no atacar el problema». No cuesta aceptar que hay algo
que no haciamos bien: «Ya sé que lo algebraico quedaba relegado a la «resolucién de
ecuaciones” en la formacién profesional fuera del bachillerato. Pero, entonces, sélo me
falta eso, ir atin mas despacio».. La ensefianza secundaria obligatoria hasta los 16 afos,
pone de manifiesto -entre otros- un problema de «falta de ganas del alumnado» de forma
muy especial. Para casi la mitad de un grupo de 30 estudiantes el estudio algebraico,
como se estaba planteando, no le dice nada. iY lo dificil es que los profesores aceptemos
que esto es verdad!

Este cambio de opinidn parece que sélo se acepta cuando se «sustituye» por otra nue-
va. Asi, en una cultura escolar urbana europea del «estado de bienestar», diversas experien-
cias y/o investigaciones han mostrado que el reconocimiento de un «nuevo» valor arit-
mético-algebraico se fundamenta en la expectativa de satisfaccion de conocer la utilidad
por encima de la comprension. Asi, podriamos interpretar el porqué en ambientes familiares
de nivel académico alto, eso de «el dlgebra va a ayudar a saber expresar el porqué» ya no
surte efecto. S6lo en el dmbito de los profesionales de la ensefianza se dan motivaciones
por la comprension per se. Ahora mas que nunca se dice: «Claro, como es hijo de profesor,
por eso se interesa». En efecto, la tinica satisfaccién que quedaba antiguamente a los estu-
diantes era la de decir: «<Ya no me equivoco con los paréntesis» o bien «Por fin consegui
aprenderme la férmula» o incluso «El profe dice que ahora puedo hacer los problemas por-
que me fijo mas en los signos». Pero eso no mueve a un conjunto de alumnos para los que
las perspectivas del futgro préximo no estdn puestas en estudios universitarios técnicos o
cientificos. Ese es el nuevo desafio para el profesor: saber deja de ser la clave. Reconocer
procesos es mas importante.

Es dificil reconocer que se requiere una reflexién profunda centrada en el profesorado
mds que en los propios estudiantes. El profesor o profesora espera recibir en los cursos de
formacion. Asiste avido de respuestas concretas.. «Qué puedo hacer -dice- no sélo no
saben hacer los problemas como antes. Ahora tampoco resuelven la mecdnica». (Qué
ocurre? Cuesta mucho aceptar que por encima de todo hay un problema que radica en que
el propio profesor no se fijé en mejorar el sentido y otorgar significado. Con todo, vemos
que los problemas, desde la perspectiva de los estudiantes, son similares en diversos paises,
pero no desde los profesores. En lugares como Brasil, donde la formaciéon matematica del
profesorado de matematicas de 12-16 es floja, y no menos la de 6-12, las actuaciones
deben ser diferentes a las de un pais como Espana, donde el profesor es un «matemdatico»
que espera mucho de sus alumnos.. Este tema continta abierto.
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I RECONOCER SENTIDO Y SIGNIFICADO

Volvamos al qué hacer. (Qué es eso de poseer sentido aritmético-algebraico? ¢Es lo
mismo que lo que se dice de aprendizaje significativo? observemos que, mientras se habla
de «sentido numérico» como algo novedoso para justificar que debe valorarse la apro-
ximacion y estimacion (Sowder, 1992), es facil oir hablar de no olvidar el «significado de la
idea de variable» (Schoenfeld; Arcavi, 1988), o «reconocer sentidos para los simbolos» (Ar-
cavi, 1995). Como si se tratara de dos cosas completamente diferentes, el sentido parece
que es «propio de los objetos» en si mismos y el significado aquello que pasa por los in-
dividuos. El sentido comun, serfa lo que el contexto cultural acepta como normal y razona-
ble en dicha caracterizacién.. que no precisa de muchas explicaciones. En la reflexion semio-
tica, sentido posee dos niveles: el que sirve para designar los objetos, y el que permite ex-
presar las propiedades, relaciones o sentimientos relativos a los objetos. Significado implica
interpretacion (Duval, 1995). Lo cierto es que el sentido se encuentra también ligado al
individuo, en cuanto integra posibilidades existentes del contenido, y también es cierto que
pasa por otorgar significados.

Un estudiante no adquiere sentido numérico por el hecho de conocer o saber que
hay que dividir cuando se encuentre con una situacién de agrupacion, y saber tedricamente
que el resto de una divisidn es «lo de abajo» de la division. Lo que otorga sentido numérico
es el hecho de saber contarle a otro companero de su clase -por ejemplo- por qué es mejor
dividir que hacer otra cosa; quizds se pudiera aproximar mediante un cdlculo mental; quizas
se pudiera hacer un razonamiento que permitiera resolver el problema sin hacer ninguna
operacion... Por ejemplo, no precisamos dividir para saber que al colocar 567 personas en
botes de salvamento de 20 personas, uno de ellos tendrd menos de 20; si se llenan, al final
quedaran 7 en el altimo, etc. Los estudiantes quizas saben que al dividir por 10 sobran 7, el
sentido numérico debe permitir que los estudiantes sepan que en grupos de 20, también,
pero si fueran 557 no sobrarian 7 sino 17.

Del mismo modo, un estudiante no adquiere un sentido algebraico sin haber otorgado
significados a situaciones diversas, con preguntas basicamente en las que se plantea una
situacion generalizadora. dos cafés y tres palmeras costaron 500 PTA. ¢Puedo saber cuanto
cuesta un café y una palmera..? ¢Y si fueran cuatro cafés y seis palmeras..? ¢Por qué? Y si
supiera que un café menos y una palmera mds hubieran costado 50 PTA mdés? (Y si fuera..?
¢Como saber si esto es cierto para cualquier otro caso? Observemos que esa generalizacion
no tiene por qué provenir de la aritmética o del lenguaje aritmético. Puede provenir de lo in-
ductivo de una férmula, pero también de lo general de una situacién geométrica: «<En todo
paralelogramo, las diagonales son iguales y se cortan por el punto medio». Lo interesante es
que lo algebraico «escolar se relaciona sélo con situaciones aritméticas, pues a nadie se le
ocurre formalizar simbdlicamente la frase anterior. Nos conformamos con escribirla en
lenguaje usual.

El sentido numérico es ese «oler (siguiendo la metafora de la salud) qué aplicar de lo
que sé de los numeros a las situaciones (es decir: implica saber, saber hacer, saber justificar,
pero también saber decidir), el significado va de las situaciones a los nimeros y se basa en
reconocer e interpretar qué y cémo entiendo algo de una situaciéon o cémo veo lo que
tienen en comun varias situaciones. Por ello, el sentido numérico implica poseer:
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- Un conocimiento estratégico (reconocimiento de datos, adecuacién de datos y re-
sultados, valoracion, juicio, razonamiento..),

- Conocimiento de sistemas instrumentales de realizacion como el cdlculo mental, los
modelos gréficos, el uso de la calculadora,

- Dominio de significados y control del sistema numérico (magnitud relativa, cardinal..,
referencias como linea numérica o multibase.., estructuras multplicativas o aditivas...,
relaciones..),

- Operativo (efectos de una operacidn, estrategias de calculo exacto y aproximado).

Pero no se produce sentido si no se desarrolla:

- Control de actitudes y valores (aplicabilidad, integracion, juiciosidad, eficiencia),

- Aplicacién y consciencia (multiplicidad de estrategias, métodos e instrumentos
diversos, diversidad de las posibles soluciones, razonabilidad de los resultados,
facilitacion de los métodos..).

El sentido algebraico implica un esquema similar, donde los conocimientos estratégicos
son andalogos pero los instrumentos son diversos: métodos de resolucién de ecuaciones, tan-
teos numéricos o sintéticos (dependiendo de la situacion), etc. La identificacion de conceptos
como: igualdad, variable, incégnita, pueden contextualizarse y materializarse en situaciones es-
tructurales diferentes (parte/parte/todo, superficies, problemas drabes, discos y cintas..) y el
control del sistema operativo comprende lo conceptual de las estrategias de resolucion fun-
cional, grafica, matricial.. Llenar de sentidos no seria importante. Potenciarlos si. Pero no se ad-
quieren sentidos sin otorgar personalmente significados. Y eso precisa investigaciones.

I ALGEBRA Y ARITMETICA

Finalmente, podemos decir que producir un concepto de sentido numérico que
extrapole lo tradicional, depende de comprender mds profundamente la relacion entre dlge-
bra y aritmética. No podemos seguir basando reflexiones en esta area sobre una concepcién
que apenas, o principalmente, estd viendo el dlgebra como aritmética generalizada. Es preciso
comprender qué conocimientos algebraicos o aritméticos derivan su sentido de su parti-
cipacion en la organizacion de actividades humanas, y que aunque esa actividad englobe
también reflexiones matematicas «puras», no se restringe a ellas. Esto implica fuertemente la
necesidad de examinar el papel de las caracteristicas de los conocimientos algebraicos y
aritméticos desde el punto de vista de como participan de aquel proceso de organizacion,
esto es, del proceso de produccién de significado.

_En cuanto a lo dicho sobre que en una primera observacion la aritmética se caracteriza
por los procedimientos sintéticos y el algebra por los analiticos, también es cierto que un
cierto sentido «puramente» numérico lleva, o informa, al anélisis, de la misma forma que el
analisis estructura la sintesis. Si la actividad algebraica se concentra en examinar situaciones
genéricas -por la preocupacion de proporcionar instrumentos eficientes para estructurar la
sintesis-, es precisamente esa sintesis la que proporciona un objetivo al andlisis. En ese
contexto, queda claro coémo el dlgebra no puede ser vista como un fin en sf (es decir, como

30



EL FUTURO DEL ALGEBRA Y LA ARITMETICA

un contenido), tampoco por cuestiones de «motivacién» (porque a los alumnos «no les gus-
ta»), y si, en cambio, por ser un grave error de comprension epistemolégica.

El dlgebra y la aritmética se diferencian, por lo tanto, por ciertos aspectos caracterfsti-
cos que poseen, relacionados con las formas de produccion de significado que estan privi-
legiando. La dualidad andlisis/sintesis es uno de dichos aspectos. Sin embargo, no deberia-
mos olvidar, que ambas (4lgebra y aritmética) acaban refiriéndose a relaciones con ntimeros,
operaciones aritméticas e igualdades (desigualdades), componiendo un cuadro general en
el cual el valor fundamental es la complementariedad y no la jerarquia de una sobre la otra.
Es desde este punto de vista que el desarrollo de un sentido numérico amplio no puede
prescindir hoy de elementos proporcionados por el dlgebra y la aritmética -en particular en
un mundo con una gran riqueza de informaciones cuantitativas que precisan ser tratadas y
organizadas si queremos que sean de algun valor.
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