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Tradicionalmente, a dlgebra escolar é vista como uma generalizacdo
da aritmética. Mais ainda, esta € vista como concreta (e, portanto,
mais fécil), e aquela como abstrata (e, portanto, mais dificil).

Romulo Campos Lins e Joaquim Gimenez

Neste livro buscamos mostrar que essa visdo € inadequada em
alguns aspectos e errada em outros. Considerando a algebra e
a aritmética como duas faces da mesma atividade - lidar com
relacOes quantitativas —, exploramos a inter-relacao da aprendi-
zagem de uma e de outra, e de que modo isso sugere mudancas
na educacao matematica escolar. Propomos “desenvolvimento
de um senso numérico” em vez de “aprendizagem da aritméti-
"

ca”, e também “producdco de significados para a algebra” em
vez de "aprendizagem da algebra”.

Talvez a melhor perspectiva para o século XX! seja aquela que
nos permita viver em um mundo de transformacbes constantes e
rapidas. Em vez de contelidos apenas, é preciso desenvolver a
capacidade para aprender e compreender.
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1
INTRODUGAO

Na comunidade da Educagdo Matematica, hd poucas nogoes
tdo enraizadas como a de que aprender aritmética deve vir antes
do aprendizado da algebra, e s6 isso ja justificaria o esforco de
escrever um livro que analise e discuta essa nocao. Neste livro
vamos, entre outras coisas, mostrar que essa idéia é infundada,
e, na verdade, prejudicial.

Para realizar essa discussao, optamos por inseri-la em um
quadro mais amplo, no qual examinaremos algumas caracteristi-
cas do processo de producéao de significados para a dlgebra e para
a aritmética. Esse exame vai permitir que identifiquemos de que
modo aritmética e algebra se relacionam, mas de forma diferente
das leituras tradicionais, do tipo “algebra é aritmética generaliza-
da” ou “algebra € a estrutura da aritmética”. Essas sao, de fato,
interpretagOes possiveis, mas mostraremos que sao estreitas de-
mais para os propositos de uma educacao matematica. Em parti-
cular, pensamos que nossa perspectiva permite explicar o fato de
que hoje a &lgebra escolar representa o mais severo corte (momen-
to de sele¢do) da educagdo matematica escolar, sem que para isso



precisemos recorrer a nogoes como a de que sua introducao na 6*
ou 7° série é precoce para a maioria dos alunos, que nao teriam
alcancado o nivel de desenvolvimento intelectual requerido. Se
isso fosse verdade, a tinica solugdo seria adiar a introdugao da
&lgebra; essa solugao foi adotada em outros paises, na Inglaterra
por exemplo, com resultados nada positivos.

Nossa leitura da produgcao de significados para a algebra e
para a aritmética sugere exatamente o contrario: é preciso comegar
mais cedo o trabalho com dlgebra, e de modo que esta e a aritmética
desenvolvam-se juntas, uma implicada no desenvolvimento da outra.

Por outro lado, iremos explorar também a necessidade de
uma leitura nova para o que seja proprio da educagao aritmética
e da educacio algébrica no que elas tém de especifico. Por esse
motivo, e para podermos partir do que é mais familiar para a
maioria dos educadores mateméticos, iremos estruturar os capi-
tulos 2 e 3 separando &lgebra e aritmética, embora nao seja nunca
uma separacio completa. No capitulo 4, retomaremos a discus-
sdo comum das duas, tendo em vista 0 que estd nos capitulos
anteriores.

Essa estruturacao busca evitar a impresséo de que estamos
propondo algo que nao tem relagao alguma com 0 que se fez até
aqui, tanto em termos de pesquisa quanto em termos de praticas
de sala de aula. Muito pelo contrario, nossa leitura desenvolveu-
se com base naqueles dados, e como tentativa de responder per-
guntas que estavam sem resposta. Ha uma ruptura, é verdade,
mas ela se refere  compreensao que temos da educagdo algebrica
e da educacdo aritmética, e ndo necessariamente a um abandono
completo de tudo o que foi feito até aqui. Nossa leitura é, em
grande parte, uma releitura, e ndo deveria ser de outra forma.

O capitulo 2 concentra-se na aritmética, e optamos por
manté-lo sempre préximo de uma discussao de contetidos, embo-
ra nao se resuma a isso, naturalmente. Essa escolha teve por
objetivo discutir a necessidade de incorporarmos outros assuntos

10

a educacdo aritmética, pelos motivos que discutiremos. Nao é que
isso nao seja também verdade com relacdo a educacao algébrica,
mas fazer essa discussdo com relacdo a aritmética nos pareceu
mais facil, jd que os exemplos sdo mais abundantes e de com-
preensdo que requer menos detalhe técnico. A representagao gra-
fica de quantidades pode ser imediatamente ilustrada por um
exemplo, como o do consumo de bebida alcodlica em uma cidade
européia, mas a idéia de tratarmos fungdes primeiro como gréafi-
cos, e dai elaborar uma “algebra dos gréaficos”, requereria bastan-
te mais detalhe técnico.

O capitulo 3 concentra-se na dlgebra, e julgamos ser neces-
sdrio ali um tratamento mais tematizado, uma discussdao dos
pressupostos por detrds das varias visoes da atividade e da
educacao algébricas. Essa necessidade vem do fato de que parece
haver muita resisténcia, na comunidade, em se reavaliar a posi-
cdo da educagao algébrica na escola, resisténcia bastante maior
do que aquela que enfrenta a proposta de mudangas na educacéo
aritmética: j4 mencionamos que a introducao da algebra é o
grande momento de corte na educagdo matematica escolar, e que
a reagdo usual é deixar para depois, ao invés de antecipar essa
introducao.

O perfil de cada um dos capitulos 2 e 3 deve servir para
ajudar na leitura um do outro. Se, por um lado, é preciso um
novo entendimento do que sejam os processos envolvidos na
educagdo aritmética — entendimento em tudo similar ao que
propomos com relacdo & educagéo algébrica —, por outrolado, é
também preciso uma ampliacdo dos assuntos que envolvem
atividade algébrica na sala de aula — ampliacdo que pode se
guiar de perto pelo que sugerimos em nossa discussao da educa-
cdo aritmética.

Ao final, no capitulo 4, buscamos fazer convergir de modo
mais definitivo as conclusdes dos capitulos 2 e 3.
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Q O lugar da dlgebra e da aritmética na escola e fora dela

“ A aritmética e a algebra constituem, junto com a geometria,
a base da matematica escolar.” Nao apenas essa € a percepgao da
maioria dos educadores matematicos, mas essa € de fato arealidade
cristalizada nos livros didéticos e nas propostas curriculares.

Mas, afinal, o que é algebra? E o que é aritmética?

Por um lado, fazer essas perguntas parece um tanto estra-
nho. Coisas da algebra sdo equacoes, inequagoes, fungdes etc., e
as da aritmética sdo ndmeros, as quatro operagoes, tabuada etc.
Todo mundo sabe. Mas ha um problema naqueles et cetera: Oqueé
mesmo que vem depois deles?

Por outro lado, para discutirmos o lugar da algebra e da
aritmética na escola e fora dela, precisamos ter pelo menos uma
primeira caracterizacdo. Vamos comegar com o que dissemos no
parégrafo anterior, e deixar 0s et cefera para mais tarde.

Ntmeros, quatro operagoes, tabuada: eis a aritmética.

Na rua, essas coisas sdo usadas para calcular pregos, tama-
nhos e distancias, tempos e volumes. Certamente na rua nao usa-
mos a aritmética com nimeros “puros”, eles sdo sempre niimero de
algo, de reais, de metros, de litros, de quilos ou de horas, e‘z por isso
é pouco provavel que nos defrontemos com a necessidade de
multiplicar dois niimeros grandes. Se forem medidas, iremos usar
uma unidade mais adequada, quilometros em vez de metros, por
exemplo. Por um motivo semelhante, nao vamos tex de fazer contas
com niimeros muito pequenos: se se trata de dinheiro, nao pode ser
menor do que um centavo, e, se for medida, nao é provéavel que
trabalhemos com precisio melhor do que um milimetro. Vocé pode
estar pensando: Mas e nos laboratorios de fisica? E os quimicos e
engenheiros? Ora, laboratorios — cientificos ou tecriol6gicos — ndo
sdo a rua. Fles sao lugares tao especiais quanto as anotagoes do
matematico, e é importante entender 1sso.

12

Na rua, de fato, podemos estar seguros de que nio vamos
encontrar nimeros menores do que um décimo de milésimo
(0,0001) nem nimeros maiores do que um trilhdo, e neste tltimo
caso, jamais vamos encontrar “um trilhdo, trezentos e vinte e
cinco bilhoes, cento e vinte e trés mil, setecentos e um”, a nao ser
que seja algum politico tentando intimidar os ouvintes com o
espantoso nimero de selos de dez centavos vendidos no tltimo
ano. Quando lidamos com nameros grandes, na rua (imprensa
escrita e falada), importa mesmo a ordem de grandeza: mil, mi-
lhao, bilhao, trilhao.

Na rua encontramos, sim, nimeros negativos — tempera-
turas negativas e saldo bancario negativo —, mas certamente nao
sao os numeros negativos da escola. Temperaturas, por exemplo,
nao sao jamais somadas (Qual o resultado de somar a temperatu-
ra de Fortaleza com a de Sao Paulo?), e menos ainda multiplica-
mos 0s nameros negativos da rua (Trés abaixo de zero vezes cinco
abaixo de zero? Débito vezes débito?). Muitos de vocés podem
estar pensando: “Mas temperaturas e dividas sdo bons recursos
didaticos...” Sugerimos que o leitor que achou estranho o que
dissemos anteriormente pare e reflita: Quando usamos como
recursos as dividas, e queremos produzir significado para (-3)(-5),
nao é verdade que o primeiro fator quer dizer “perder 3 vezes” e
nao “uma divida de trés”? Vocé acha que faz sentido multiplicar
duas dividas?

E as fragbes? Quantos de nés vao a uma loja comprar
dezessete trinta e quatro avos de metro de tecido? E mais prova-
vel que compremos meio metro, e a diferenga é enorme. A verdade
€ que as fragdes que encontramos na rua sao todas muito simples.
Se vocé trabalha com mecanica ou ferramentas em geral, é prova-
vel que lide com fragdes com denominador 2, 4, 8, 16, 32 e 64, mas
para por ai (seria o caso, por exemplo, de jogos de chaves de boca,
que costumam seguir o sistema americano de quartos, oitavos
etc.); se vocé trabalha com preparacdo de tintas, é possivel que
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lide com tercos e quartos, mas nao mais do que isso. Fragoes sao
muito raramente somadas ou subtraidas na rua, porque costuma-
mos usar a representagao decimal, bastante mais comoda, € 0
mesmo podemos dizer da multiplicagéo de fragoes. Temos até
mesmo uma notacio especial para porcentagens, para evitar a
representagao por fragoes: 15% €, “na verdade”, %100 mas na hora
de calcular 15% de R$ 32,00, nés fazemos a conta 0,15 vezes 32, e
nio a equivalente com fragdes. Nao é de espantar que a repre-
sentacio decimal seja popular: historicamente, uma das razoes
para o enorme sucesso da representagao decimal foi a facilidade
que oferece na execugio de algoritmos de célculo, e hoje em dia
calculadoras s6 operam com ela, a nao ser algumas calculadoras
especiais e de comercializacao recente, que foram projetadas para...
ensinar criancas a somar fragoes!

Para terminar em grande estilo: nenhum de nds espera
encontrar na rua um nimero como \/_i, e menos ainda um namero
imaginario: Vocé j4 pensou que surpresa se 0 namero da casa de
seu amigo fosse V-2567

Precisamos insistir: nao estamos dizendo que irracionais ou
complexos nao servem para nada, apenas que elesnio estaona rua;
e fracGes e negativos que estio na rua sao outros, nao os da escola.

Passemos as operagdes aritméticas. Na rua, onde elas sao
usadas para calcular valores que precisamos saber, tudo o que
precisamos sd0 maneiras seguras e eficientes de realiza-las: de
preferéncia, uma calculadora, mas se ela nao estiver disponivel,
algum método — possivelmente de calculo mental —com o qual
estejamos suficientemente familiarizados. Pode até mesno ser um
dos algoritmos da matemética escolar.

Quando somamos precos de cabeca, em geral, nao respeita-
mos a ordem “da direita para a esquerda”; vamos juntando as
quantidades, reais aqui, centavos ali, do jeito que pareca mais
conveniente e facil de ir lembrando os resultados. Se tenho de
somar R$ 12,45 com R$ 0,75, é provavel que eu “complete” os
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R$ 13,00 no primeiro nimero, veja que sobrariam 20 centavos, e
conclua que o total é R$ 13,20, mas, se quero somar R$ 12,45 com
RS 3,75, € provavel que comece logo somando os trés reais para
me livrar deles.

Com as operagOes aritméticas na rua, precisao as vezes €
importante, as vezes nao: € mais do que suficiente saber que vou
precisar de uns dois metros e meio de tdbua, embora na hora de
cortar as prateleiras eu v4 me esforcar para medir direitinho, até
os milimetros.

Ja chega de aritmética na rua. E na escola?

Bem, na escola podemos ter nimeros com infinitas casas
decimais, e ntimeros maiores do que a quantidade de atomos em
todo o Universo. Na verdade, podemos ter ntimeros de qualquer
tamanho.

Numeros escolares sempre podem ser multiplicados, posi-
tivos ou negativos, racionais ou irracionais, mesmo que as vezes nio
possamos fazer propriamente a conta (pois ha algarismos demais!), e
todas as fragdes sdo igualmente significativas, seja % ou '¥743s.
Quando fazemos uma conta na escola, em geral, ndo basta um
resultado aproximado, porque nao ha como saber se a aproxima-
¢ao esta boa. Na rua podemos sempre ter uma idéia com base no
uso que estamos fazendo de ntimeros, mas na escola o que se
procura € o resultado exato, o que se consegue aplicando o algo-
ritmo adequado. Mas pode ser um pouco confuso: se nos pergun-
tam “qual é o ntmero positivo que elevado ao quadrado da
seis?”, respondemos “V6”, e essa € uma resposta exata, embora
também nos ensinem que ha um algoritmo para extrair raizes
quadradas — e, portanto, parece que ainda falta uma conta por
fazer ali. Mas, se nos perguntam “quanto é v2 vezes v3” e respon-
demos “2,445” numa prova sobre “calculo com radicais”, a res-
posta — embora bastante boa do ponto de vista da aproximacao
numérica — estd errada. Tudo indica que na escola interessa
mesmo ¢ que apliquemos “0” algoritmo, e de forma precisa.
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Por fim, na escola, nimeros néo sao nameros de nada, ando
ser em “problemas com historia”, e no fim termina-se mesmo
pedindo que os alunos se esquecam da histéria e “pensem na
matematica”. A situagao pode chegar a0 cdmico: em um livro
didatico brasileiro (e popular...) havia um problema envolvendo
um porco que s6 tinha carne € toucinho, nada de ossos, couro,
cérebro: o porco dos sonhos do produtor!

Tudo parece sugerir uma razao pela qual sempre ouvimos,
de pessoas comuns, que boa parte da matematica escolar é inatil
ou irrelevante, e talvez mesmo toda ela: é possivel aprender na
rua a maior parte da aritmética da rua. Nao é que ndo haja
aritmética na rua: é que ela € outra.

A aritmética escolar, hoje, embora plenamente justificada
do ponto de vista dos significados matematicos, parece nao levar
em conta necessidades da rua, embora muitas vezes se diga que
sim. E preciso insistir que, embora os significados matematicos
sejam relevantes como parte do repertério das pessoas comuns,
o que se constata € que mesmo especialistas da matematica ou da
fisica, por exemplo, usam em seu cotidiano da rua métodos que
ndo sao os da matematica escolar; € bastante provavel, por exem-
plo, que um matematico calcule o valor de um troco pot meio de
estratégias nao formalizadas de calculo mental, e ndo por meio
da aplicagao de um algoritmo escrito, embora também seja ver-
dade que se houver necessidade ele vai saber aplicar o algoritmo

escrito.

Essa flexibilidade do especialista € 0 que queremos que
nossos alunos tenham, mas ha um problema: o especialista € o
que sobreviveu, independente do método que foi utilizado em
sua formagao.

Esse é um ponto extremamente importante: na verdade, ha
pessoas que alcancaram aquela flexibilidade por meio de uma

educacao a mais tradicional possivel, outros pela chamada mate-
mética moderna, outros por métodos como 0s de Montessori ou
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Freinet, outros por meio de métodos construtivistas-piagetianos, e
outros por qualquer abordagem que possamos imaginar. Mas nliio
sio muitos. O outro lado da verdade é que para muitas pessoas, a
maioria, as escolas de todos os tipos continuam fracassando. ,

Quando falamos de fracasso, nao se trata, naturalmente, de
fracasso dentro dos muros da escola. Embora em muitos caS(;s 0
fracasso seja completo, isso significando que o aluno nao aprende
o que a escola lhe propde, hd um outro fracasso, igualmente
I?l'eocgpante, que € a farsa de tantas pessoas que aprendem o que
¢ ensinado na escola, mas apenas para a escola. Essas pessoas
passam nas provas e nos exames escolares, mas nao chegam
jamais a alcangar o objetivo de integrar o que aprenderam na
escola e o que aprenderam na rua, e quando acaba a matematica
escolar — s?eja porque a pessoa para de ir a escola ou porque segue
uma carreira na qual ndo h4 matematica — acaba a razdo de
existir de tudo aquilo. Normalmente, dizemos que as pessoas
“esquecem” o que aprenderam na escola, mas achamos que seria
rpelhor dizer que elas nunca chegaram a se lembrar da matema-
tlFa escolar fora da escola, mesmo durante o tempo no qual estavam
vivendo a matemdtica escolar.

A breve olhada que demos anteriormente para as diferengas
entre a aritmética da rua e a escolar sugere que cada uma delas
envolve seus préprios significados e suas proprias maneiras de
proceder e avaliar os resultados desses procedimentos, e sugere
que essas diferengas acabam constituindo legitimidades, pois do
mesmo modo que a escola proibe os métodos da rua ——/em geral
chamando-os de informais, e dizendo que sdo de aplicagao limita-
da —, a rua proibe os métodos da escola, chamando-os de compli-
cados e sem significado, e dizendo que nado sao necessérios na rua.

}? Rreciso que a educacao matematica reconheca que ambas
as posigOes estdo corretas, e o que isso quer dizer é que nossos
alunos estao vivendo em dois mundos distintos, cada um com
sua organizagao e seus modos legitimos de produzir significado.
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Considerando-se esse ponto de vista, podemos dizer novamente
que, quando acaba a matematica escolar, é simplesmente como se
acabasse aquele mundo, que nunca teve relacdo com o outro.
Insistimos: mesmo quando estdo na matematica escolar, a maioria
das pessoas nao pratica essa matematica na rua.

Ora, o problema do educador matematico ndo pode ser
simplesmente o de fazer com que pessoas tenham sucesso nesse
mundo — a matematica escolar — que ndo sobrevive a dez
minutos sozinho na rua, mas essa situacao tem raizes profundas,
e até no discurso que supostamente a discute ela se mostra domi-
nante: quantas vezes — e com que veeméncia! — sdo pronuncia-
das as palavras magicas “¢é preciso trazer a realidade para as salas
de aula”. Mas essa frase nao parte exatamente do pressuposto de
que a escola nao ¢ realidade?

O problema com esse pressuposto ignorado é que a idéia de
trazer a rua para a escola transforma-se na idéia simplista de usar
as coisas da rua para ajudar a fazer com que os alunos aprendam
a matemdtica da escola, isto é, os significados nao-matematicos sao
vistos apenas como degraus na escada que “sobe” em direcao aos
significados matematicos. Mas os exemplos que vimos, ligados as
aritméticas da rua e da escola, deixam claro que os significados da
rua sao diferentes dos significados da escola, e ndo “versoes imper-
feitas e informais” dos significados matematicos.

A alternativa que vamos defender é que o papel da escola é
participar da analise e da tematizacdo dos significados da mate-
matica da rua — no caso particular da Educacao Matematica —,
e do desenvolvimento de novos significados, possivelmente ma-
tematicos, que irao coexistir com os significados nao-matemati-
cos, em vez de tentar substitui-los.

Essa nossa posigao opoe-se, por exemplo, a idéia de que, ao
trazer a rua para a escola, estamos “facilitando” a aprendizagem.

Como ja dissemos, um problema com essa idéia € que o que se
quer facilitar é a aprendizagem da matematica da escola, e ela se
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apém na nogao de que a matematica da rua é uma versao imper-
feita da matematica da escola. Mas esse nzo € 0 Gnico problgma
nem o ma101‘. A substituicio dos significados da rua pelos da
escola significa subtrair a legitimidade dos significados da rua
Por exemplo, basear-se nos métodos de calculo mental das es;
soas para “ensinar” métodos da escola, é dizer sempre ”\i)cé
sabe alguma coisa, mas aqui estd a versao correta e corIrjlpleta do
que voce esta dizendo”. A idéia de valorizar 0 que a rua sabe
apenas como ponto de partida faz parte de um discurso que,

embora pareca razoavel do ponto de vista didatico, é perverso
do ponto de vista cultural. |

U De conteridos a significados

. Quando c?ns1deran1os O conjunto das coisas da aritmética
Eue Interessam a escola, e os significados que ela considera legi-
Imos, reconhecemos imediatamente que boa parte da aritmética

A Por exemplo, olhar para a numerologia serve para ensinar
0 q}1§? E discutir a relacéo entre as notas dos juizes e a performan
estetica e fisica dos ginastas das Olimpiadas serve para ensinarce
queé? Talvez alguém se sinta tentado a dizer que numerologia g
bobagem, mas essa € certamente uma resposta superficial, pois o
fatg € que coisas da numerologia freqiientam o cotidiz,mo de
n.ml”cas pessoas — tanto quanto coisas da astrologia —, e os
51gn1ficados que sdo ali produzidos para os nimeros sao \,ferda—
deiramente incomensuriveis com 0s significados da escola. Na
numerologia, o ntimero 2 pode, por exemplo, significar o horr.lem
e 0 3, a mulher; que niimero vocé esperaria que representasse oi
casamento? Se pensou 5, acertou, mas nao se engane: a n(; a0
central é a de unido, e nio a de adicao. s :
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Aresposta padrao a essas consideragoes € que numerolog}a
nao tem nada a ver corn aritmética, mas é essa resposta que expde
a verdadeira natureza do que esta sendo aﬁrma/df): a numerologle}
nao pode ser interpretada em termos da a1‘1tmet1Fa d,a.escola, 1e é
por iss0 que ela nao serve para ensinar nada~ na aritmética eslco ar.
E dizer que essas sao apenas superstic;()es'nao r?sohje 0 per ema.,
pois nos Estados Unidos muitos ediﬁqos nao tém 13° andar,
simplesmente porque é um nimero cujo significado envolve para
muitas pessoas a nogao de azar.

O problema que temos hoje esta mal colocado. O problerr‘l‘a
da Educacio Matematica ndo pode ser apenas o de descob}ly
maneiras melhores de ensinar a matematica escolar, mas também
nao basta decidirmos que a matematica escolar atual de}fa scir
substituida por isso ou aquilo, nao se trata Qe UIjIOV(.)S copteudos .
Qualquer que seja a matemadtica que se 1nst1tuc1o,na11ze como
escolar, 0 mesmo processo de fossilizacao acontecera. O gue Pre—
cisamos é de uma perspectiva diferente, é preciso reconceitualizar
o papel da escola.

De que forma a escola participa, hoje, do processo de orsgia-
nizagao das atividades da rua? Simplesmente oferecendo m‘o e-
los prontos: se vocé tem de calcular o troco, faca a ?ufti)tliagaci
adequada, e subtragao se faz assim. Ora, qualquer bom profissiona
que seja chamado a ajudar uma empresa ou grupo de. pessg)as a
organizar uma atividade vai, em primeiro lugar, procurar estu ' aélas
condigBes nas quais o problema esta sendo colocado. Se /(/) proble-
ma é ajudar pessoas a calcular troco, ele deve perguntal": Ha‘uma
calculadora disponivel? Vocé confia na pessoa que esta 1‘et01’ ,nan—
do o troco? Vocé tem experiéncia de fazer contas de cabeca?

A escola nao pergunta nada disso, porque ela parte do
principio de que a esséncia do troco é a ?ubtragao do total pago
(um namero) menos total a pagar (um nimero), e ql.le a maneira
de se fazer subtracdes é escrever um niimero embaixo do outro
etc.. Mas essa é uma suposigdo completamente errada. Entre
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numa loja onde néo h4 aquelas caixas registradoras que fazem o
troco automaticamente, e compre algo. Se a pessoa nao fizer
contas num papel — o que nao ¢ nenhum crimel —, e simples-
mente for pegando o dinheiro para lhe dar, pergunte a ela,
depois que o dinheiro estiver em sua mao, se ela sabe quanto tem
ali. E provével que ela nio saiba, e a explicacdo é simples: a
atividade na qual ela se engajou foi a de “dar troco corretamen-
te”, e o procedimento usado foi “completar”. Se vocé pagou com
uma nota de dez reais, e a despesa foi de quatro reais e setenta e
trés, ela vai “completando” até chegar a dez: junta dois centavos
e diz “quatro e setenta e cinco”, mais cinco centavos e diz “quatro
e oitenta”, mais vinte centavos e diz “cinco reais”, mais cinco
reais e diz “dezreais”, e lhe d4 o troco dizendo “dez reais”, o total
alcancado, e ndo o total do troco. Ela nao fez nenhuma subtracao,
€ ndo ha razdo para que saiba o resultado de uma suposta
subtracdo. O fato de que dispunha de dinheiro nessa atividade,
permitiu que ela adotasse o procedimento que adotouy, e prova-
velmente agiria diferente se voce dissesse “estou com pressa e

passo depois para pegar o troco”. Tente fazer essa experiéncia
vOcé mesmo.

Vamos mudar um pouco de direcao, e perguntar: Mas por
que € que a aritmética escolar ndo muda?

Em primeiro lugar, porque h4, cristalizada nos curriculos
tradicionais, uma visao do que € que se deve ensinar na escola.
Professores sao submetidos a uma enorme pressao dessa tradi-
¢do, tanto sob a forma de curriculos e livros-texto quanto sob a
forma de uma pressao social persistente, mas a0 mesmo tempo
eles proprios foram educados desde o ponto de vista daquela
tradicdo: a escola de 19 e 2° graus que frequentaram, e a formacéao
universitaria que possivelmente tiveram, toda ela foi muito pro-
vavelmente baseada naquela tradigcao. Mas tradigoes nao se sus-
tentam por si proprias, com base apenas na idéia de que “sempre
foi assim”: é preciso que a tradicio seja revestida de principios
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justificadores para que possa resistir de forma eficiente 8 mudan-
ca. No caso da tradicao da aritmética escolar, um dos principios
justiﬁcadores é quea aritmética escolar representa, na verdade, a
esséncia da aritmética da rua. Nos ja haviamos sinalizado para a
existéncia dessa idéia, mas vamos agora proceder a um exame
mais cuidadoso.

Tomemos, por exemplo, atividades comerciais. E bastante
conhecido o fato de que em muitas sociedades o comeércio de
mercadorias é ou era feito com base em trocas. Nesses sistemas, a
idéia de associar nimeros as mercadorias — na forma de precos
—_nao existe. Mas, hoje em dia, em nossa sociedade, isso é impos-
sivel. Em primeiro lugar, pela escala do sistema de trocas €, em
segundo lugar, por sua complexidade, € € importante assinalar
que essas duas carateristicas sdo parte de uma certa forma de
organizagao econdmica, parte de uma certa ordem econdmica. De
maneira semelhante, ha ou houve sociedades nas quais a conta-
gem exata de quantidades grandes, no sentido de ter nomes para

essas quantidades, nao existe.

Certamente ha uma visao, bastante comuni, de que aquelas
sociedades sao ”primitivas”, no sentido de serem menos do que
a nossa, de serem apenas estagios anteriores no caminho de
serem O que 7ds SOMOS. Essa visao é o correspondente exato, em
termos culturais, da visdo de que a matematica da rua € apenas
um estagio primitivo da matematica da escola, e da mesma
forma que existe a proposta de “trazer a rua para a escola”, com
a intencao de facilitar a aprendizagem da matematica da escola,
podemos pensar em propostas que partiriam dos valores pro-
prios de uma sociedade para fazé-la “progredir” na direcao de
ser como nés SOmos.

Podemos dizer que a matematica da escola nao muda por-
que ela se acredita, de alguma forma, um estagio superior na

linha reta do progresso humano. A matemnatica da escola é consis-
tente, precisa e geral, a0 passo que a matematica da rua, ndo: 1a
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podem ser .con51derados como legitimos métodos que sdo intrin-
secamente imprecisos do ponto de vista da matematica escolar. !

e éi;s}c)c;l;elei, nslm;,r tl;ﬁar de tematizacoes, ile formalizagées.
. mp e que ela deve cumprir, o de introduzir
as criangas em sistemas de significados que constituem o que
Vygotsky chamou de conceitos cientificos, e que corres onde?n
um corpo de nogoes sistematizadas. E também é Verdide ;
papel desses conceitos cientificos € o de serem instrumentociulfoz
processos que caracterizam as formas cognitivas tipicamente hu-
manas. Em outras palavras, conceitos cientificos sdo parte do
processo de organizagao da atividade humana. Mas os conceitos
dg rua tém o mesmo papel, o de participar do processo de orga-
nizagao da atividade humana, o que sugere que sua excluséogda
escola quer dizer que esta ndo esta voltada centralmente para
un(:'es’processos, e, sim, para alguma outra coisa, ou, na meihor
as hipoteses, que acredita que apenas os significados matemati-

oS e .
, 0s que a escola privilegia excluindo os outros, sdo instrumen-
tos adequados ou corretos.

E impor
. ,tfnpmtan.te QE?servar que esse processo de exclusdo da
atica dos significados nao-matematicos tem sua origem na
matematica académica, e ndo na escola.

) Arquimedes, por exemplo, considerava os significados
nao-matematicos tao relevantes para a matematica que dedico
alguns delejs um livro, o seu famoso Método. Diofanto conside?;
do por muitos o pai da algebra, trabalhava com uma, concepgao
de ntimero, a de Aristételes, na qual colegoes de coisas reais -—Itjlina

Consi . .
mél:jzﬁ)e;e (z se;gumte 1metodo para calcular a area de um quadrilatero
astante popular em vdrias regides do pais: ,
MChodo bastante por g 0 pais: some 0s quatro lados
por quatro; agora multiplique esse nd
mesmo, e obtera a drea do quadrila 0 i metirta por
ilatero. Esse método nos foi
" do . oi mostrado por
( [(_)Iisi:i ISE))ieIg{;;)Gelsa Knijnik, da Universidade do Vale do Rio dos Sigos
-RS), que por sua vez o aprendeu durant ‘
¢ 1e e seu tr
educagio matematica no Movimento Sem-Terra abalho com 2



nogao nada matematica — tém um papel central. Poderiamos nos
estender em exemplos semelhantes, mas € melhor tomar logo a
idéia geral: ndo € verdade que a matematica académica exclui
sempre 0s significados que hoje chamamos de ndo-matematicos.
E para que essa frase ndo gere confusdo, vamos torna-la um
pouco mais precisa: ndo é verdade que os significados da rua
sempre foram considerados ilegitimos pela matematica académi-
ca. O processo de depuragao que torna a matematica académica
impermeavel aos significados da rua, como ela é hoje, comeca em
meados do século XIX e culmina, na passagem do século, com o
programa de David Hilbert. Quase 40 anos depois, j4 completa-
mente dentro desse espirito, comeca o trabalho de Bourbaki, que
vai dar tanto em nogdes fundamentais nas teorias de Piaget quan-
to no movimento da chamada Matemdtica Moderna.” Depois de
completada a depuracido, a matematica académica pdde olhar
para tras e dizer que na verdade os matematicos sempre estiveram
trabalhando com os significados matematicos, embora estes esti-
vessem muitas vezes mascarados.

A idéia geral é a seguinte: a matematica académica traba-
lhava com um conjunto de afirmagdes, mais ou menos sem se
importar com a origem dos significados, contanto que eles pare-
cessem corretos e aceitdveis. A uma certa altura, comegou um
processo de tomar aquelas afirmagdes e de produzir para elas
significados que ndo dependiam da rua. Por exemplo: nimeros
sempre foram vistos como emergindo de atividades como contar
e medir, e nessas atividades seus significados foram produzidos.
Depois que uma colegéo de afirmacdes sobre nameros se estabe-
lece, pode-se dizer “bem, na verdade nimeros nao tém nada a ver
com contar e medir, eles sdo objetos abstratos, que aplicamos aos

2. O objetivo desse grupo de matemdticos franceses era o de colocar toda a
matematica classica em bases estritamente axiomaticas e estruturais, e seu
trabalho continua a ser um dos grandes marcos da matemética deste século,
embora o projeto tenha sido praticamente abandonado por motivos diversos.
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objetos concretos co i idar i i

]d cont os quais queremos lidar”, e a partir dai
pfo uz-se um corjunto de principios que definem nimero, e que
nao faze'm/rr.1e11gao alguma aos significados nao-matematicos;
esses principios definidores podem basear-se em conjuntos ou

num principio de construcao por sucessores, mas nada demedida
ou de contagem.

O processo € mais complexo do que pode parecer, pois, uma
vez .escolhldos 0s principios definidores, é bem possivei que
terminemos caracterizando também objetos que nao existem na
rua, e um exemplo tipico sio os conjuntos infinitos. O problema
comeca quando queremos trabalhar com conjuntos infinitos com
base~nos significados da rua. Na rua, por exemplo, onde conjun-
tos sao sempre finitos, nio é possivel que se retire um elemento
de um conjunto e ele continue com tantos elementos quanto tinha
antes, mas, com conjuntos infinitos, sim; a dificuldade estd em
que a idéia de “tantos quanto”, que no caso de conjuntos finitos
se resolve por contagem, nao se aplica a conjuntos infinitos —
COmMo contar um conjunto infinito? Um outro exemplo, do qual j4
falamos, ¢ o da multiplicagio de niimeros negativos, que sé se
resolve, depois de um longo perfodo de tentativas ,e debates
q1~1ando a matematica académica assume que deﬁnitivamente/
n&o ha significado na rua para a multiplicagdo de ntimeros nega-
tivos, e pa,ss.a a buscar, entao, um significado produzido com base
NOS PrINCipios que permitem, na mateméatica académica, a exis-

tencia daquelas estranhas coisas, quantidades que sdo menos do
que nada.

Um tal processo leva, naturalmente, a um sistema no qual
se pode produzir significado para todas as afirmacdes anteriores
— pa’ra as quais também existem os significados da rua —, mas
tzflmbem para muitas outras, novas, que ndo existem dentrcl) dos
sistemas de significados da rua. Nao é estranho que se conclua
com certa naturalidade, que um sistema no qual vocé pode fa1a1:
tudo que fala em um outro, e mais muitas outras céisas, seja
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superior. O erro nao estd, é claro, em dizer que um é mais abran-
gente do que o outro em termos de afirmagoes para as quais se
pode produzir significados, e, sim, em acreditar que dois sistemas
sao comparaveis s6 com relacdo as afirmacdes, sem levar em
conta os significados produzidos para aquelas afirmacoes.

Para esclarecer esse ponto, vamos tomar o exemplo de uma
crianca e de um matematico que dizem, ambos, que “2 + 3 =3 +
2”. Visto apenas do ponto de vista da afirmacdo, devemos dizer
que ambos compartilham um conhecimento, mas, quando exami-
namos os significados em cada caso, vamos descobrir que, para a
crianga, “2 + 3 = 3 + 2” porque “tanto faz como vocé coloca os
dedos: se poe trés dedos e dois dedos vao ser sempre cinco
dedos”, ao passo que o matemadtico vai possivelmente falar de
uma propriedade dos nlimeros reais.

Um caminho proposto para superar essa dificuldade é di-
zer que ndo basta examinar a afirmacao “2 + 3 = 3 + 2” de forma
isolada, que € preciso estudar a rede de afirmacoes na qual ela se
insere; para o matematico, ela provavelmente estd relacionada
com“a+b=Db+a” ecom”23 +3,1=31+ 23", mas, para a
crianga, nao. Examinar este tipo de ligacdes é certamente essen-
cial, mas nao basta: é preciso investigar, com base nessas liga¢oes
e em outras informacoes, quais sao os significados envolvidos, e
por que € que, para a crianga, aquelas ligacoes nao se estabelecem.

No caso de “a + b = b + a”, é possivel que essa afirmagao
nao tenha significado algum, pois nao é possivel colocar a nossa
frente uma quantidade indeterminada de dedos; no caso da outra
afirmacdo, o argumento é semelhante: 2,3 dedos?

A conclusao é: o fato de que nds podemos interpretar o “2 +
3 =3+ 2” da crianga em termos de nossos significados nao oferece
garantia alguma de que a crianga compartilhe esses significados
conosco. A extensao natural desse argumento nos leva a concluir
que, por mais que uma certa tradi¢do diga assim, nao faz sentido
ver na matemadtica académica a esséncia da matemaética da rua.

G Significados
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08, na medida em que novas formas sio propostas

Ac inaca a i
tere E)n;bu/la.lgao da exploracio do item (i) acima com a
nGao legitima do professor é o elemento basico para que se
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constitua um conjunto de instrumentos que vao participar da
organizacao da atividade de produzir novos papagaios.

Essa concepcdo deve fazer parte da base de uma proposta
para a educagdo matematica: algebra, aritmética e geometria vis-
tas nao como contetidos justificados por sua propria existéncia,
mas como instrumentos que participam da organizacao da ativi-
dade humana. Dessa perspectiva, o estudo da matematica des-
prendido temporariamente de quaisquer problemas fora da ma-
tematica passa a ter um sentido diferente, o de estudar e aprimo-
rar as ferramentas de que se dispde, e nesse processo a
matematica torna-se objeto e nao mais ferramenta.

Mas nao ha razao, tampouco, para que a introducao de
significados matematicos (ou, como diria Vygotsky, conceitos
cientificos) exclua da escola os significados nao-matematicos, ja
que o papel que uns e outros cumprem é o mesmo, como parte da
organizacao da atividade humana. Trabalhando apenas da pers-
pectiva de que significados matematicos sdo absolutamente supe-
riores aos significados ndo-matematicos, a escola tem tido o efeito
de estreitar as possibilidades cognitivas dos alunos, quando de-
veria amplid-las; o fato de que significados matematicos sejam
mais gerais ou mais “poderosos” nao é o que estd em jogo aqui: o
que queremos é que nossos alunos sejam fambém capazes de
trabalhar com significados mateméaticos, mas nao apenas com
eles. E apenas com base na coexisténcia de significados matema-
ticos e nao-matematicos na escola que se poderd constituir uma
legitimidade comum, o que pode, por sua vez, impedir que a
matematica da escola seja percebida como inatil, um saber cuja
razao de ser deixa de existir quando termina a escolarizagdo que

envolve matematica.

Tomemos agora essa idéia de coexisténcia e facamos uma
transposicao para o caso da aritmética e da algebra; a coexisténcia
das duas permitiria que: i) a algebra fosse vista como falando de
afirmagodes que envolvem — assim como a aritmética — ntimeros,
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operagoes aritméticas e igualdades (des; .
aritmética fosse vista — ( cstgualdades); e ii) que a

ferramenta que toma part
dade humana.

um sistema que organiza, ao mesmo tempo em
de uma certa Organizagio da atividade.

I " 1 1 } 1

constitui incipi
daem torno de Princip1os gerais — assim como a aritmé

tica escolar. §6 a incipi
. 56 que sao principios diferentes dos dg aritmética



considerar primeiro o prego A ou o prego B, ao passo que na
algebra do dinheiro nés dizemos isso.

Ha, na verdade, um jogo de primeiro e segundo plano: o
que dizemos na aritmética deve poder ser dito de forma genérica
— deve ter validade genérica —, ao passo que o que dizemos na
algebra deve poder ser dito em casos particulares. No caso que
examinamos, hd um fator que garante essa possibilidade: o niicleo
comum, dinheiro, uma ldgica das operacoes comum.

Mas, se alguém escreve afirmagdes num quadro-negro, e
diz que agora tem de ser sempre da direita para a esquerda, o que
isso teria a ver com os significados do dinheiro? Nada, e para
sobreviver seriamos forcados a aceitar — sem “entender” — este
novo significado: é assim que estas coisas aqui funcionam.

A questao central é que, em volta de niicleos como dinhei-
ro, desenvolvemos um certo sentido numérico, um conjunto de
percepgoes e intuigdes — se quiserem chamar assim — a respeito
do que os niimeros sdo ou como sao (como funcionam, que
propriedades tém). Nossas habilidades de estimar, de calcular
com precisdo requerida (numa atividade) ou de desenvolver
métodos de cdlculo, todas essas coisas dependem dos ntcleos
com base nos quais produzimos significado para niimeros, quan-
tidades. Mas o que isso quer dizer é que esse sentido numérico
passa também pelas dlgebras do dinheiro e outras, porque senti-
do numérico é uma coisa que se expressa nas decises, mas
depende da percepgao genérica.

Nosso sentido numérico é construido com base em uma gran-
de variedade de experiéncias com ntimeros. Na rua, esses encon-
tros envolvem dinheiro, medidas, inflagdo, juros, multiddes e
contagem simples. Na escola, esses encontros envolvem identifi-
car unidades, dezenas e centenas, e em trabalhar essas ordens “da
direita para a esquerda”, e envolvem somar “idades” e multipli-
car negativos. Esse € o panorama, para uma pessoa que vai até a

30

a ALl [S 2
5%, 6% série do 1°grau, esse é um

possivel conjunto de experiénci
e éncia
que participa da construcio de ’ i

um sentido numeérico.

”sentid’o numerico escolar”, incompleto do ponto de vista darua?
OuA Sera que o sentido numérico da escola corresponde mesmo ;
esséncia do sentido numérico da rua, sua versao aperfeicoad i
Quando falamos de diferentes significados, langamols)a basge o
/t/ratar. desse problema, e poderiamos talvez falar, também d o
sentido algébrico”. / e

No dltimo capitulo, voltarem

0s a algumas questo .
sentadas até aqui. & questoes apre-
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2
SOBRE A ARITMETICA

W Tradigdo e novo século aritmético

A aritmética encontra-se nos curriculos do ensino obrigato6-
rio em todos os paises, e ha muito tempo. As “ Aritméticas” sdo os
primeiros livros que se publicam na matematica ocidental, e seu
objetivo é ensinar essa “arte”, que contém originalmente regras e
técnicas; a forca do bindmio calculo-ntimeros dura da Antiguida-
de a Idade Média. Os conceitos aritméticos usados na educacdo
matematica tém correspondido a relagdes quantitativas sobre co-
lecdes de objetos. Deram-se no passado duas visoes: a extrema-
mente formal ou a simplesmente manipulativa. Tem-se esquecido
freqlientemente que a aritmética inclui também: a) repre-
sentacoes e significacoes diversas (pontos de referéncia e niicleos,
que ampliam a idéia simples do manipulativo); b) analise do
porqué dos algoritmos e divisibilidade (elementos conceituais); c)
uso adequado e racional de regras (técnicas, destrezas e habilida-
des); e d) descobertas ou “teoremas” (descobertas, elaboracao de
conjecturas e processos de raciocinio).
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A aritmética do século XX oferece respostas a problemas
tedricos abertos, muito recentes. Entre eles, a chamada matemati-
ca discreta (quem sabe a “nova aritmética”), com a criptografia,
os problemas de minimizacio e exploracao maxima na economia,
a analise numérica, os problemas de iteracao etc. Por que reduzir
entdo a aritmética a regras escolares? Por que reduzir a aritmética
aos nimeros naturais? Neste capitulo, propomo-nos a mostrar a
situacdo atual e do passado recente em relacdo a aritmética: a)
Que mudancas se produziram? b) Que relagoes tém com o meio?
c) Como julgar a tradicao no tema, de forma que possamos justi-
ficar alguns primeiros principios para uma mudanga na concep-
¢ao curricular aritmética no século XXI?

O desenvolvimento habitual do ensino-aprendizagem da
aritmética nas salas de aula deixa de lado muitos pontos importan-
tes revelados pela pesquisa. Assim, a seguir, refletiremos sobre o
que esta ocorrendo nas salas de aula; aqui nao nos afastaremos
muito, ainda, dos ntimeros. Analisaremos concretamente: 1) a per-
da do valor central do sistema de numeragao decimal; 2) o valor
intercultural do fato aritmético e suas relacbes com o meio; 3) a
necessidade de relativizar o valor tedrico conceitual de temas “clés-
sicos” (como € o caso da divisibilidade); 4) o novo sentido funcional
do numérico; 5) as novas visdes integradoras que permitem falar
de problemas diversos com um mesmo tipo de técnicas.

1) O sistema de numeracio e as “regras” para resolver problemas
priticos tém sido enfatizados demais em nossas aulas, por causa de uma
interpretagdo superficial da histéria.

O sistema de numeracdo decimal nao é tudo que se deve
levar em conta no ensino da aritmética. E necessario considera-lo,
mas nao é o fundamental. Se falamos das culturas da Asia Menor,
diversos autores tém mostrado como, nas épocas babilonica e
suméria, os elementos numéricos (calculos) ficaram nas maos dos
escribas, ao passo que os sacerdotes assumiam estudos mais
tedricos, de onde surgem diversos trabalhos de importéncia,
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como a resolucdo de “problemas como equagdes de 2° grau”
conhecimento de propriedades como o “quadrado da soma” a’
vinculagao da idéia de fracio ao sistema de numeracao e o conl';e-
cimento de propriedades do cilculo de fragdes (vinculado aos
cereais).

O §istema métrico decimal era importante na educacio
matemédtica do século XIX, porém, agora, o importante para o
século XX € a descoberta e a generalizacdo de suas propriedades
mais do que aquilo que de conceitual o sisterna levava consigo. /

2) E evidente a lentidgo do processo de aquisicio aritmética em
todos os ambitos.

7

E conveniente néo esquecer que ele se realiza em diversas
culturas e se desenvolve continuamente de forma simultanea nos
diversos campos numéricos. Ou seja, desenvolvem-se ao mesmo
tempo a aritmética dos naturais e as fracoes. Os quipos e os dedos
0s palmos, yupanas, soroban japonés, cauris, dbacos etc. desenvol:
vem ,ta_nto o trabalho com naturais como com outros elementos
NUMETIcos, envolvendo diversos tipos de pensamento: proporcio-
nal, aditivo, grafico etc. O ensino da aritmética tem-se preocupado
demasiadamente em transmitir velhas histérias sem atualizi-las.
Tal € o caso da grande influéncia de questdes de divisibilidade
elementar, os quadrados magicos e as ternas pitagéricas. Tudo isso
fez com que se esquecesse de um aspecto importante, que é indicar
a origem dos problemas que deram lugar a esses conhecimentos
aritméticos: cdlculos de cereais, observacoes zodiacais, terrenos.
Con} freqiiéncia, tem-se ignorado que os algoritmos de adicdo de
fracGes forar.n vinculados a divisées de herancas, que o desenvolvi-
nzento dos sistemas métricos e das primeiras idéias sobre propor-
coes surge da harmonia musical e arquiteténica e que as repre-
sentagées de quantidades grandes aparecem junto com a melhoria
dos célculos de fendmenos naturais: astronomia, agricultura etc,

, 3) Esti-se superando a sintese de conhecimentos como base de
curriculos terrivelmente tedricos e abstratos nas aulas.
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Essa também é uma interpretagao insuficiente das sinteses
matematicas da primeira €poca grega. A aritmética e a geometria
se inter-relacionam claramente, € isS0 nao é posto de manifesto.
Assim, apresentam-se regras aritméticas tedricas sem suas ima-
gens geometricas. Por exemplo, para medir o comprimento de
um obijeto, aplicamos (conceito geométrico) uma unidade, e cal-
culamos (aritmético) quantas vezes a contam. Mas, para 1sso,
temos duas técnicas possiveis: fracionar a unidade ou estabele-
cer um processo de comensurabilidade (desenvolvimento das
fracdes). Por que freqiientemente se vé s6 uma delas? Assim,
dé-se como dificil a idéia de proporedo, que amplia a idéia das
fracoes egipcias como partes da unidade. De fato, os curriculos
tém esquecido aspectos tao importantes dessa relacao aritmeti-
ca-visualizacdo geométrica como: a) analisar propriedades arit-
méticas dos naturais por meio de descricoes com base em mode-
Jos geométricos: NAMeros primos, quadrados etc.; b) aproxima-
coes de raizes e irracionais; ¢) aproximagao associada a idéia de
medida e técnicas de iteragao associadas; d) visualizagoes que

permitem reconhecer técnicas de calculo de volumes de corpos
(cilindro, esfera) etc.

A cultura ocidental tem esquecido que as descobertas ma-
tematicas nao sao somente dedutivas, mas, fundamentalmente,
praticas e indutivas. Nossos esquemas dos livros atuais nao estao
considerando aspectos importantes como: a) interesse crescente
pela astronomia equatorial e calendario; b) origens do calculo
algébrico e divisibilidade; ¢) conhecimento de problemas pitago-
ricos. Embora seja verdade que 0S métodos dedutivos vém a
revolucionar a ciéncia, também € verdade que se tem abusado

muito deles.

Um exemplo ilustrativo pode ser 0 reconhecimento da “lei
de Bode” com estudantes de 13-14 anos. Com base na observagao
dos dados das distancias dos planetas ao Sol, tomando a distancia
Terra-Sol como unidade, pode-se reconhecer a aproximagao de
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Bode, que “intui” a existéncia dos asterdides. Assim, vé-se uma
seqiiéncia de distancias do tipo Sol-Mercturio = 0,39 éol—Vénus =
0,72, Sol-Marte = 1,52, Sol-Japiter = 5,2 ; SOL-Saturn,o =954 Se;
séyie aproxima-se de 0,4 ; 0,7, 1 ; 1,6; 5,2; 10, pode-se lvel: que
“ cumpre’i aleideBoded = (3.2"" +4):10. A férmula é védlida para
n = 1,2,3,5,6. Que ocorre para n=4? Pois ai estdo os asteréides.

4) I?evense considerar a influéncia histérica da fisica e suas
opsﬂervagc.)es, e a representagdo funcional dos fendmenos, numa
visao ma1s.aberta da aritmética. Entre outras coisas, isso i/m lica
o reconhecimento de varias estratégias possiveis palfa um mepsmo
problema, significados diferentes da idéia de nimero, introdugao

expenm’er}tal da idéia de varidvel e reconhecimento de um senti-
do numérico.

Um grande conjunto de exemplos sobre o que dizemos
surge do “tratamento da informacao”. Efetivamente, dar aos nos-
SOS alun(?s uma tabela com dados de populacao de/sde 1950 até
nossos dias pode permitir andlises do tipo: Como se explica o
crescimento...? O que ocorrera no ano 20107... ’

- Vejamos outro exemplo, na forma de jogo. Desenhamos um
trajeto no qual deve-se lancar dois dados (B = branco e A =
amarelo). O trajeto estd marcado de tal forma que a ficha t "
p.ODtOS de cruzamento com duas saidas. Af hd uma casinha ef;
diz, por exemplo, B + A = 5. Ou seja, se os dados “cumprem ucina
certa condicdo” (um possivel caso seria se sai B = 3, A = 2)
avanga-se por um caminho indicado por uma seta e ée nao se,
cumpre essa condicao, vai-se por outro indicado por ,outra seta.

g i :
egue-se assim e deve-se chegar a uma meta. O primeiro que
chega, ganha.

Os trabalhos das primeiras aritméticas intr “
vos” nimeros inteiros (I;tevin, sséjtlllltom;\t/lIC)as mtlo'duzem > n?’
v : , propriedades numé-
ricas (Fermat, século XVII), as simbologias algébricas, os logarit-
mos (Neper, século XVII) etc. Porém, parece que a fmic;a cois§ ue
fica de tudo isso € a reflexdo de tipo analitico que nasce c%m
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Descartes (séculos XVI/XVII) e é deixada para mais tarde, por
volta dos 15 anos. A “institui¢do escolar”, e com ela a aritmética
para ser ensinada, tem mantido, desde a época de Newton e
Leibniz, uma distdncia com outras partes da matematica e com
outras areas do conhecimento.

5) A aritmética propde um sentido integrador que permite
resolver problemas diversos com um mesmo tipo de técnicas e
nao somente ensinar técnicas por si mesmas. Assim, as regras ou
técnicas servem a resolucao de problemas.

Um exemplo combinatério tipico é o calculo das diagonais
de uma figura convexa de 213 lados. Evidentemente nao ha quem
a desenhe! Entao, devemos encontrar algum processo de resolugao.
O raciocinio de tipo funcional permite reconhecer a reversibilidade
do problema : se o ntimero de diagonais € ... de que figura estamos
falando? As técnicas de contagem levam a diagramas, tabelas,
generalizagOes etc., que sao empregados em problemas geométri-
cos, légicos, estatisticos ou probabilisticos.

As aritméticas das escolas militares e mercantis incidem
na inclusao de técnicas e processos exaustivos que esquecem
sobretudo o préprio avango metodoldgico da ciéncia; o profes-
sor tem de estudar a producao de conhecimento na histéria da
matematica, e assim talvez incorporemos no futuro novas for-
mas e novas idéias. O fato de que isso ndo é parte da formacao
inicial do professor é evidente, e as razdes nao serdo aqui anali-
sadas. Consideramos que o professor ndo deve esquecer os pro-
blemas da histéria e que pode, também, usar esses elementos na
aprendizagem.

Além da histéria da matematica e da sua intervengdo na
formacao das idéias cientificas, temos de destacar o papel funda-
mental das relacdes entre a aritmética e o “mundo”. Nao pode-
mos situar a aritmética escolar sem falar de onde surge e qual € o
papel que o mundo real ocupa na producao aritmética escolar.

38

0O Arnitmética, meio e niimeros

De onde sai a aritmética escolar? E os numeros? Primeira-
mente, queremos fazer uma reflexao sobre um novo status socio-
cultural dos referentes reais na aprendizagem da aritmética na
escola obrigatdria, inspirado pelos seguintes principios: i) a arit-
mética tem trazido diversas contribui¢bes a histéria e 4 cultura
como: a quantificacao e o desenvolvimento de sistemas de agTu—/
pamento, a relagdo medida-ntimeros, a invencio de esquemas
fracionai’lrios, a introducio de decimais etc,; i) os instrumentos
aritméticos tém atualmente um papel de didlogo que derruba
barreiras: a linguagem universal da informatica, o emprego de
codigos numéricos, as fragdes simples em manchetes de jornais
as representacoes percentuais em “pizza” ..., ou seja, 0s 1‘eferentes/
tém — hoje mais do que nunca — um statys comunicativo; iii) o
reconhecimento de valores culturais proprios e, num momento
de int.erculturalismo, aimportancia de reconhecer diversas cultu-
ras aritmeéticas. Como mostra Alan Bishop, entre as atividades
basicas de todas as culturas estdo contar e medir.

O observavel de nosso meio é aritmetizavel, o que nos
permite reconhecer uma estrutura por meio de ndmeros e opera-
¢oes. Embora o mundo real proporcione as bases para esse senti-
do, este se consolida no momento em que se aplica o conhecimen-
to adquirido a novas situagées do mundo real. Issondo quer dizer
que sempre se estabelecam as relagoes adequadas e se associem
sempre significados adequados aos contetidos do mundo numeé-
r1ﬂco. Assim, por exemplo, uma crianca de 8 anos talvez tenha
V1sto/o simbolo 645, porém, néo tenha consciéncia do sey valor
humerico, mesmo morando no nimero 645 da rua de uma grande
cidade, ou ja tendo visto uma nota fiscal de 645 reais.

O conjunto de relagdes entre o real observado e o aritmético
éxprime-se no esquema da figura seguinte.
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Mundo real Mundo aritmético

Matematizagio

Quantificacio Numeracido

de objetos

Reconhecer sentido
A —
Classificacdo
descobrimento e

Problematizagao Aplicaghes andlise
Resolugao .
Problemas < Operacoes
™~
Dedugao
Aplicacado

Reflexdo sobre
_propriedades
Integrar um

sentido numérico
ao cotidiano

Valorizar as
referéncias do
ambiente circundantes

Adgquirir sentido
numérico interno

Q  Principios para um novo curriculo

Se a aritmética nao é somente arte de regras e nimeros mas
“algo a mais”... se nao esta desvinculada do trabalho alg,;ébrico‘.; se
se percebe que o mundo real deve formar parte dos ntcleos ba'srw
cos... se isso ocorre, muitas coisas devem funcionar de maneira
diferente nas salas de aula. Disso tiramos umas primeiras reflexoes
sobre o que deve passar a ser importante na aritmética escolar.

1) Antes de tudo e mais do que nunca, reconhecer o valor
social do aritmético e suas novas competéncias: diversidade de méto-
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dos, capacidade de interpretar informagdes, competéncia de cal-
culo aproximado e mental minima para enfrentar situagoes coti-
dianas de compra-venda, leitura de indices econémicos, estiman-
do resultados possiveis. Observar a aritmética em sua capacidade
de desenvolvimento comunicativo utilizando cédigos, promo-
vendo situagdes de tipo discreto entre outras. Isso implica: deixar
de por toda a énfase na fungdo de contar e reconhecer as fungoes de
ordenar e medir dos sistemas numéricos.

A numeragao deve dar passagem ao sentido numérico do
qual falaremos mais adiante. Trabalhar com os sistemas egipcio e
maia, por exemplo, ndo deve ser considerado como uma moda no
mundo comunicativo no qual vivemos. Isso implica ampliar a
visao dos nameros como codigos de representacio de realidades
e valorizar o uso e o significado de muitos cédigos nao-numéri-
cos. Por exemplo, as representagdes com letras em placas de
automoveis e as representagdes numéricas em contextos nao-nu-
meéricos: lanchonetes, prefixos de ntimeros telefénicos etc. Talvez
o enfoque nao deva ser — como no passado — contar isso aos
estudantes, mas propor situagdes nas quais os préprios estudan-
tes se sintam comprometidos: buscando informagao, planejando
“um dia matematico pelo Egito Antigo”. As relagdes passado-pre-
sente sao importantes no que diz respeito ao valor do sistema
decimal, que se usa atualmente como um cédigo a mais entre
outros: medidores de gas e cores usadas para reconhecer as resis-
téncias em eletronica sao dois exemplos.

2) Enfatizar os processos de aproximacio e os problemas de itera-
¢do. Em niveis mais altos, ndo esquecer processos como as aproxi-
macgodes de raizes de Tedn de Esmirna, e o tratamento de x com um
valor aproximado obtido empiricamente.

3) O inconcebivel de basear a aprendizagem em métodos somente
algoritmicos, sem a proposicdo de problemas. Isso piora quando se
trata de explicar os algoritmos depois de té-los dado. O estudante
nao entende nada, a aprendizagem nao € significativa.
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4) Reconhecer a possibilidade de generalizagdo desde cedo;
por exemplo, o trabalho de reconhecer padr6es numéricos.

5) Reconhecer distintos significados das fragdes e dos decimais,
que dao sentidos diversos a aritmética fracionaria. Com efeito, a
aritmética fraciondria envolve elementos de medida e nao so-
mente a particdo da unidade. Deve-se, entao, produzir significa-
do para as operagbes com fracoes desde aquela perspectiva,
associando o denominador comum a idéia de unidade comum a
duas medidas dadas, e que permite sua comparacao e sua adigao
ou subtracado. Um “pedago” que indica um quarto, mais outro
que indica dois tercos devem ser compreendidos, antes de tudo,
como a soma de pedagos que devem ser medidos com uma
unidade comum, um terceiro “pedaco” que indica o doze avos.
Mais ainda, pesquisas recentes mostram que se deve reconhecer
que a particio da unidade (equivaléncia por subdivisao) néo
permite produzir significado adequado a toda uma gama de
situagoes.

6) Considerar a importincia de ir apresentando o continuo,
julgado por alguns como “muito dificil”. O excesso de formaliza-
cao dos anos 70 tem sido substituido por um curriculo utilitario
que pode fazer com que se esqueca de que o problema da com-
pletude esté estreitamente vinculado ao da medida, e as aproxi-
magoes devem ajudar a reconhecer esse processo fundamental na
histéria da matematica.

7) Enfatizar a 1déia de proporgio desde as primeiras fases. O
excesso de zelo no trabalho com fragoes tem afastado, nos primei-
ros anos do 1° grau, o trabalho com proporgdes simples como
dobros, quartos, metades e trés quartos para descrever situagoes.
Trabalhar essas proporcoes em situagoes de observacao de com-
primentos: ampliacao, reducdo, efeitos com lupa etc. O trabalho
de Hans Freudenthal e de seus seguidores é fundamental no
reconhecimento da fragdo como relagao.
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Situacbes de proporcdo em trabalhos de Freudenthal, Streefland e Van Heuvel.

8) Reconhecer o valor de analisar e justificar relacdes signi-
ficativas dos elementos aritméticos (ntmeros e calculo), mediante
multiplas representagoes e niicleos de experiéncia diferentes. As-
sim, nem sempre € facil convencer os professores do valor do uso
de abacos, barras coloridas e outros materiais. E verdade que,
para muitos, sdo “comprovadores” como as calculadoras. Nio se
usam porque se desconhece como tirar proveito de seu uso peran-
te 0 modelo tradicional de papel e lapis. Algo similar ocorre com
o calculo mental. Acreditamos que nos professores ainda existe a
crenca generalizada de que somente o célculo escrito é efetivo, e
qualquer outra forma “distrai” e faz perder tempo. Por outra
parte, os professores as vezes usam elementos manipulativos
para “explicarem melhor”, esquecendo-se de que o trabalho com
cadf"t material leva a produgio de diferentes tipos de justificagoes.
Assim, no caso das barras coloridas, alguém diz, “Vejamos como
fazer8-5”, pega as barras de cordo8edo5e continua, “da barra
d.e 8 tiro a de 5”. A muitos professores surpreende que lhes
digamos “pode-se tirar nas barras?” A resposta € evidentemente
nao. Entao, por que diz?

9) Relativizar a importancia dos algoritmos “dos manuais”
como sendo a parte essencial do estudo aritmético. Fomentar o
trabalho de descoberta de regras e técnicas mediante situagbes
graficas, visuais, experimentais etc., que ndo precisam ser as
“usuais”. Uma forma de fazé-lo pode ser reconhecer e reviver
velhos algoritmos de compreensao simples, para refletir sobre
eles acerca das propriedades que se manifestam.
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Um exernplo ilustrativo do que se pode fazer nesse sentido
seria reutilizar um método de multiplicagao como 0 ’d.a grade.
Nesse método, pode-se visualizar o poder da distributividade.

0 7 3 7 37
i x 58
1500 | 350 | 50 17513 5| 5 1850
296

5 8
240 | 56 8 |2 2.7 8 5126

10) Néo desprender o célculo e o trabalho t?ritn‘iético em gez‘al de
enunciados vinculados a situagdes reais. A propria swtemattzaga.o da
aritmética comercial parte de situagoes vividas em contexto habitual.
mos em condices de expli-

Com esses primeiros pontos, esta saee
o curricular aritmetico:

citar alguns objetivos gerais de um trabalh

« Buscar a compreensdo da quantidade e a observagao e
a manipulagao de processos operativos.

« Fomentar a criatividade e a sensibilidade na busca de
propriedades e relacoes. . B

s  Conhecer, assumir e usar uma metodologia he}JIlSi.lC?, mo-
tivando a intuicdo para ajudar a formulacao c.le h1ppteses,
generalizagoes e, em alguns casos, estratégi'as indutivas.

o Reconhecer processos dedutivos e iterativos usados na
histéria, tentando reconhecer e identificar seus funda-
mentos, e reviver suas reflexoes.

O Raciocinio numérico

Nesta secao serdo discutidos os antecedentes de tipo psico-
e as dificuldades em situacdes aritme-

16gico que situam OS €rros : 1
de pensamento diferentes que se rea-

ticas, assim como os tipos
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cionam com o aritmético. Nao € suficiente dizer que na histéria
da aritmética houve dificuldades para reconhecer que existem
dificuldades na aquisi¢do dos contetidos aritméticos. Assim, per-
guntamos nesta secdo: Que erros cometem nossos alunos? De que
perspectivas e que tipo de dificuldades tém-se analisado? Que
tipos de raciocinio estao envolvidos?

Existem diversos tipos de dificuldades especificas no traba-
lho com os ntimeros naturais. Entre outras: i) falta de sentidos
diversos da contagem e valores diversos que se associem a idéia
de ntimero; ii) dificuldades especificas do sistema numérico asso-
ciadas a agrupamentos ou decomposicoes. Outras sao préprias
dos distintos conjuntos numéricos como: iii) problemas de inter-
pretacdo simbodlica; iv) tarefas de ordenacao e compreensdo do
valor relativo; v) dificuldades com a estimacao; vi) erros associa-
dos a ineficicia operativa por falta de significacdo ou erros na
execucdo de algoritmos cldssicos.

Os naturais e suas dificuldades especificas

A acdo de contar, tao fundamental no desenvolvimento
aritmético inicial baseia-se em: reconhecimento de objetos discre-
tos, relacdo entre aspectos de cada individuo com cole¢bes do
mundo exterior (contagem com os dedos), necessidade de uma
nocdo que comunique informagao sobre quantidades, medida
discreta ou posicao numa seqiiéncia. A prépria nogdo de niimero
em forma abstrata representa um obstaculo para os alunos. E isso
coincide, de novo, com um devir histérico que vai até o inicio do
século XX sobre o significado do ntimero.

A respeito do wvalor relativo das quantidades, Ginsburg identi-
fica trés fases: a) escrita correta sem raciocinio do porqué; b)
reconhecimento de escritas errdneas, mesmo sem explicacdo ade-
quada; c) relacao adequada e correta entre a representacgéo escrita
e o valor relativo implicado. Uma dificuldade € a conceitualizacao
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do valor aproximado ou estimado de um némero, entendendo o
truncamento como algo mais do que uma técnica; os alunos
“dizem” que 3.456 é proximo de 3.450, mas poucos identificam
que 3.456 tem 345 dezenas. Outras dificuldades aparecem na
estimativa e na aproximagio de realidades e resultados de ope-
ragdes, o que nao € de todo estranho, se pensamos que seu ensino
nao € usual.

Por outro lado, existe uma relagdo entre a compreenséao de
conceitos e a eficdcia operativa. Ou seja, muitos dos erros cometidos
pelos estudantes devem-se a uma débil compreensio das operagoes
que devem se associar a determinados problemas.

As fragOes ... mais dificeis?

Com as fragOes e os racionais, boa parte dos erros observa-
dos podem ser creditados a transferéncia indevida de procedi-
mentos validos nos naturais, como se vé na tabela abaixo:

INATURAIS FRACOES ERRO ASSOCIADO

Aidéia de unida- As fragoes, como Nao se sabe dizer que
de oferece a pos- quantidades e como suco vai ficar com
sibilidade de or- | medidas, ordenam-se da sabor mais forte: 4
denar quantida- | forma usual. A ordem nas | partes de suco para 6
des. Ordenar é | fragbes-operadores ndo | de agua, ou 5 partes de
comparar situa- | tem o mesmo significado; | suco para 7 de agua.
¢bes, e falar de deve-se buscar um
quem tem mais. | elemento de comparacio
comum.

Ha sempre um Nao hé a “fracéo
elemento seguin-| seguinte” a uma fracao
te (pseudo-arqui- dada; se se estd no

medianidade). conjunto das fracoes
unitarias, sim.

47 segue a 3y
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Entre dois néme- Enire duas fragdes nao- | Nao se sabe encontrar
ros naturais nem | equivalentes sempre hd | um nimero entre 042 e
sempre ha um uma outra. 0,43.
outro.

Unidade, deze- | Asunidades “exatas” nao | Nio se sabe aproximar
na, centena etc. | sao os inicos pontos de % + Uiy e dizer que
oferecem pontos | referéncia relevantes; é da perto de 2.
de referéncia necessario saber usar
que acentuam as unidades quaisquer.
relacbes aditivas.

4¢é3mais1 54| Asfragoes saorelagdes | regrade supressao de
mais 1. multiplicativas. parcelas iguais: %4 = 45,
pois %_= 3+V4.1
A divisdo acen- | A fracao-divisdo acentua a | Repartir 6 pizzas entre
tua o fato de idéia de quantidade: 4 pessoas € o mesmo

” (o - . .
dois resulta- | resultado = um ntmero. que repartir 8 pizzas
1”, .
dos”: quociente entre 6 pessoas: cada
e resto. uma recebe um pedacgo

e sobram dois...

No que diz respeito a ordenagio e a localizagio dos ntimeros,
as maiores dificuldades dao-se no campo das fracoes e dos deci-
mais. A simbolizacido prematura de fracdes e decimais e a pouca
insisténcia no valor varidvel da unidade em contextos diferentes,
e 0 proprio fato de nao se insistir em diversas situacoes possiveis,
nas que se desenvolvem fracdes e decimais, sdo os fatores mais
importantes de fracasso ou erro.

Os decimais e a escrita de posicao

Calcule mentalmente 3.104 menos 200. O resultado errado
pode ser 3.003 acompanhado da seguinte explicagao: como nao
posso tirar duas centenas de 1, tiro a que sobra de 4. Seis décimos
como decimal se escreve 0,6. Como se escreve trés centésimos?
Algumas respostas errdneas obtidas sio: 0,300; 3,00; 3,100; 00,3.
Esses erros indicam que o sistema de numeracéo decimal nao foi
dominado pelas criancas, que freqiientemente cometem esses erros.
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O zero e a ordem enire decimais

O emprego do zero € um desses mecanismos que funcio-
nam de distintas formas segundo a situagdo em que aparecam.
Por exemplo, alguns alunos ignoram os zeros e interpretam 0,036
como 36, perdendo a estrutura global do niimero e vendo-o
somente como um numero inteiro. Outro exemplo: 1,27 se consi-
dera distinto de 1,270.

Vejamos o que acontece com a ordem. Se propomos as
criancas ordenar do menor ao maior os nimeros: 4,5, 4,15 e 4,05,
a resposta mais freqtiente é 4,05 > 4,5 > 4,15; se pergunta-se-lhes
porqué, dirdo que o menor é o que tem um zero, e logo 5 € menor
do que 15. Os nameros decimais sao interpretados como pares
de inteiros, e ordenados por critérios que, em alguns casos,
podem dar lugar a respostas corretas. Eis outro erro: Qual é o
maior dos ntimeros 0,09; 0,385; 0,3; 0,1814? A resposta mais
freqliente é 0,1814. Ou este novo erro: intercalar um decimal
entre outros dois. Entre 1,23 e 1,24 nao hd nenhum ntmero, 1,24
é o niimero que se segue a 1,23.

Brown e depois Hart, Kerslake e outros chegaram, nos seus
estudos sobre erros dos estudantes, a conclusdes como as seguin-
tes: 50% dos alunos de 15 anos tém um conhecimento razodvel,
porém nao completo, dos decimais, enquanto que os 50% restan-
tes tém lacunas consideraveis, o que nao significa que esses alu-
nos nao sejam capazes de utilizar corretamente os ntimeros deci-
mais em situacoes concretas e familiares, como sao a medida e as
moedas. Tém-se encontrado todos os niveis de compreensao em
cada um dos grupos de 12, 13, 14 e 15 anos, embora em proporgoes
diferentes de ano em ano. Existe uma particular dificuldade na
compreensao do centésimo, e isso sugere que muitos alunos pre-
cisam de modelos visuais de décimos, centésimos etc. para com-
preendé-los num sentido correto. E possivel que os professores de
alunos dessas idades pensem que as criancas adquiriram o domi-
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nio dessas idéias aos 11 anos, 0 que nio parece ser o caso geral. As
conclusoes desse tipo de trabalhos destacam a necessidade de que
o professor faca um diagnéstico minucioso do progresso de cada
individuo, nas questdes que envolvem o topico analisado e em
outros topicos similares.

Vemos, assim, uma maneira de a pesquisa em educacdo
matematica utilizar os erros, e que procede assim: enumera temas
caracteristicos do dominio escolar de um cornceito, nesse caso, 0s
nameros decimais; elabora um questionario que permite determi-
nar o grau de facilidade ou de dificuldade de cada um dos
aspectos que abarca o conceito; consegue, com isso, chamar a
atencao do professor sobre a necessidade de diagnosticar o grau
de conhecimento que cada aluno tem e a maneira de progredir
que € propria dele; e propoe, finalmente, que se utilizem materiais
que permitam concretizar o décimo, o centésimo etc.

Q  Guerra de pensamentos

Construir o conhecimento aritmético é um processo extenso
que possui muitas facetas e se relaciona com tipos de raciocinio
muito diversos. Por exemplo, uma visdo chamada filogenética
(conforme L. Steffe) identificou cinco etapas na construcao da
seqiié.ncia numeérica simples: esquema perceptual, contagem fi-
gurativa, iniciagio da seqiiéncia, reconhecimento tatil e explicita-
cao. Essa construgao se assemelha a histéria cultural correspon-
dente. Com efeito, o processo de atribuicio dos nomes dos ntime-
ros assemelha-se a essa formagao aparentemente tao simples na
histéria: um (unidade), dois (dualidade, duo = par), muitos, como
ja observou Karl Menninger. Um detalhe observado por esse
autor € que, em inglés, também o dois é duplo: two (dois) e twin
(8émeo) sao palavras perfeitamente semelhantes.
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No entanto, a reinvencdo da aritmética (em palavras de
Constance Kamii) é um processo no qual intervém agoes muito
diversas, das quais refletiremos, como sintese, dois aspectos dis-
tintos: os métodos ou os raciocinios mais usados e os tipos de
pensamento mais analisados.

Raciocinio figurativo e intuitivo

J4 na iniciagdo aritmética existe um raciocinio intuitivo no
figurativo; diversos autores consideram que nisso consistem as
primeiras fases da construgdo do conhecimento aritmético. O
figurativo tem sido associado normalmente a elementos percep-
tivos, e corresponde ao reconhecimento da conservacao da quan-
tidade, reconhecimento da inclusao entre partes e todo etc. Seria
o mais elementar.

Em situacdes mais complexas, no entanto, existe também
pensamento intuitivo. As intuicées desempenham um papel im-
portante na construcao de idéias complexas como € o caso dos
niimeros reais, por exemplo, mas também em geral. O conheci-
mento intuitivo reforca-se com experiéncias promovidas pela
escola; por exemplo, recursos graficos. Ao falar da importancia
do visual no numérico, faremos uma reflexao sobre esse aspecto
do raciocinio.

Pensamento relativo e absoluto

O processamento da informagao visual permite identificar
informacdes absolutas. Tal ¢ o caso da contagem. Como ja &
sabido, até trés a percepcdo da quantidade é imediata; mais do
que trés requer algum processamento da informagao visual. Se
nos é apresentado um conjunto de pontinhos ou uma foto de uma
manifestagio, por exemplo, e nao nos € dado muito tempo para
contar, ficamos obrigados a desenvolver habilidades de estimati-
va, que nao sao proprias de um pensamento absoluto, mas relati-
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vo; diversas pesquisas demonstram que, em geral, os estudantes
tendem a atuar com base em manipulagdes sobre a situacio
apresentada e ndo com uma concepgao preestabelecida fora dela.
Diversos autores tém ainda mantido que os sujeitos humanos,
desde o nascimento, reconhecem informagoes mediante codigos
relativos e nao mediante coédigos absolutos, ou seja, sabem dizer
“este tem mais do que este outro” ainda que ndo quéo grande é.
O trabalho de Alina Spinillo (da UFPe) mostrou, por exemplo,
que criancas bastante jovens sdo capazes, em muitos casos, de
comparar duas fotos de copos com agua, e dizer se sdo ou nao
fotos de um mesmo copo, usando como referéncia a metade.

Raciocinio estruturado aditivo

Chama-se assim ao conjunto de estratégias e desenvolvi-
mentos que um sujeito faz observando as propriedades de tipo
aditivo do fendmeno que trata. Nao é exclusivo de situagoes de
adicao. Relaciona-se scbretudo com explica¢des sobre as relagoes
em que se percebe um todo referente as partes que o compdem.
Pode existir raciocinio aditivo em situa¢des de multiplicacdo, de
particao e em situagdes funcionais.

Do ponto de vista da estrutura dos problemas de adicdo e
subtracao, identificam-se segundo o verbal: mudancas, combina-
goes, comparagoes e equivaléncias. Do ponto de vista dos proces-
sos, as estratégias utilizadas sdo: contagem total, contagem com
modelos e uso de seqiiéncias para as adi¢bes; separacdes, contar
para tras, juntar, situar e escolher. E do ponto de vista da estrutu-
ra, distinguem-se: separacao, unido, comparagio e combinacio.
Em cada uma delas pode ser desconhecida a parte, o todo, o
referente e o fator de mudanga ou comparacao.

Digamos, por tltimo, que o desenvolvimento de ditas estra-
tégias de pensamento implicam um nivel de abstracao progressi-
vo que pode ser antecipado, como se demonstra em algumas
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experiéncias na proposta de atividades organizadas de modo
especial, em contextos especiais, nos quais se tem visto que isso é
possivel. Ha exemplos de D. Lerner e P. Boero entre outros, com
situagdes nas quais Piaget ndo teria imaginado que os estudantes
fossem capazes de produzir esse conhecimento.

Pensamento proporcional

Chamamos pensamento proporcional aquele que correspon-
de a uma estrutura de comparacao entre partes ou entre todos, ou
entre as partes e um todo, ou como um esquema instrumental que
resolve algumas situagdes especiais de comparagiao em forma mul-
tiplicativa e nao aditiva. Alguns autores consideram que existem
tipos de problemas que, implicitamente, levam consigo esse tipo de
pensamento, e sdo: comparagdes, razdes, conversdes (também cha-
madas trocas de unidade), inclusao hierarquica e combinagdes. Em
cada caso pode-se ter como incdgnita qualquer um dos elementos
ou um total. O pensamento proporcional associa-se normalmente
as operagdes de multiplicagao e diviséo.

As situagbes de proporcionalidade como esquema instru-
mental utilizam quatro tipos de técnicas fundamentais: reducao a
unidade, modelagem proporcional, modelagem fracionaria e mo-
delagem algébrica. Podemos ver os trés primeiros no seguinte
problema: “Se 6 balas custam 15 moedas, quanto custam 10 balas?”
A redugédo a unidade justifica que uma bala custa 2,5 moedas, e 10
custam 25. Num raciocinio proporcional, usa-se a teoria de propor-
¢Oes para identificar que 6 esta para 10 assim como 15 esta para o
desconhecido. Assim, sabe-se que isso é equivalente a 3 esta para 5
como 15 esté para o desconhecido, e 1 estd para 5, assim como 5 esta
para o desconhecido. A partir disso, vé-se que o desconhecido é 25.
Mediante fracdes reduz-se o problema anterior a uma equivaléncia
na qual hd um “termo desconhecido”, que deve ser 25.
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L Raciocinio e investigacdo aritmética

Independentemente da forma de raciocinio utilizada, é evi-
dente que o pensamento se poe em movimento perante perguntas,
como que o trabalho escolar se torna efetivo e gera raciocinio quanto
mais abertas elas forem. Vejamos o caso do seguinte problema:

12 18 147
\> 8 J
Observando o desenho, v&-se uma relagao entre nimeros naturais indicada pelas setas.

Faga um informe sobre como se comporta esta relagio com outros nimeros e o que vocd
acredita saber dela em geral.

E fécil verificar que a relagao nao indica que um niimero “é
multiplo de” outro (147 nao é multiplo de 6) nem indica que os
nameros tém 6 algarismos. Uma primeira descoberta a ser feita é
de tipo interpretativo, reconhecer que as setas indicam aquilo que
“tém em comum” os niimeros. Uma resposta simples é seu nimero
de divisores. (Notemos que poderiamos introduzir no enunciado
que estamos falando de “divisores” ou propor a situagao, logo
depcis de termos falado deles na sala de aula). Uma vez descoberto
ou conjecturado isso, estabelece-se um plano de agdo para investi-
gar as caracteristicas de tal relacdo. Esse tipo de trabalho fomenta
uma idéia da atividade matematica mais préxima do que ela é em
si mesma: um exercicio de busca constante, com conjecturas, refu-
tagoes, reflexdes, generalizacoes etc, em que o operatério (calculos)
desempenha somente um papel predominantemente instrumental.

Na direcédo de um raciocinio de alto nivel

Como explicamos, podemos reconhecer tipos distintos de
raciocinio ligados a aritmética, e diversos autores centram a dis-
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cussdo no fato de que alguns desses tipos sdo de nivel superior a
outros. Chamaremos raciocinio de alto nivel (seguindo L. Res-
nick) aquele que estabelece relagdes, ndo ¢ imediato, e faz com
que o sujeito estabeleca processos nao-algoritmicos. Exemplos
claros no mundo dos niimeros sao o estabelecimento de generaliza-
Goes e a dedugao de regras com base em observagbes de padroes
numéricos. Em outras se¢des iremos nos concentrar em como
podemos ir caminhando em direcdo a esse nivel mediante per-
guntas adequadas. Independentemente das melhoras chamadas
evolutivas, podem-se propor situacoes simples de alto nivel a
alunos jovens. Tal é o caso de propor que se dé justificagdes ou
generalizacOes para fatos observados. Por exemplo, quantos re-
tangulos diferentes se podem formar com 15 quadradinhos?

Reconhecer estratégias e raciocinios de alto nivel tem sido
objeto de diversas investigacGes. Uma situacdo que pode ser
usada para analisar a emergéncia de estratégias de generalizacio
€ esta: pede-se aos estudantes que observem e completem a se-
qiiéncia de calculos3+5=8:4 1 6 = 10; 4+ ==
Quando se pede que fagam alguma descoberta a partir daf, mui-
tos dizem que, & direita do igual, sempre da ntmeros pares.
Porém, poucos sao capazes de dizer que, somando dois nimeros
que diferem em duas unidades, sempre dé resultado par. Uma
explicacdo comum que é dada é de tipo iterativo “a primeira
soma dé par e cada vez somamos dois mais” . Ainda menos
estudantes sabem dar uma justificacio nao-iterativa, o que seria
um sinal de pensamento de alto nivel,

Processamento de informacio e agao aritmética

Vamos discutir algo das teorias que realgam globalmente as
relagdes entre o contetido do calculo numérico e a resolucao de
problemas. Por que se produzem certos erros? Por que muitos
alunos nao sabem resolver problemas aritméticos? Fala-se em
diferentes niveis de significacao da situacdo apresentada aos su-
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jeitos; assim, produzem-se bloqueios por : a) interpretagtes ina-
dequadas (ja que a pergunta verbal pode ter sentidos distintos ou
a imagem desenhada pode nao ser compreendida, entre outros
motivos); b) estratégias transferidas de uma situagao a outra na
qual nao se podem aplicar (usar uma soma num lugar que nao se
deveria entender assim); c) falta de tempo para reconhecer real-
mente a situagdo apresentada (o professor pressiona e logo passa
para outra coisa); d) falta de analise sobre a adequagao ou utilidade
manifesta de um certo procedimento (porque ha preconcepgoes
errdneas e nao ha tempo para revisa-las); e) fracasso na consecu-
¢éo do objetivo proposto (comprova-se o resultado final e, ao ver
que ndo conseguiu, o professor desanima e nao propde alternati-
vas diferentes).

-Alguns autores adotam uma perspectiva teérica segundo a
qual se constréi contetido mediante representagcdes. As repre-
sentagdes mais simples sdo aquelas que indicam mera tradugao
para um esquema simples e que reproduz situagdes chamadas
analogas. Nessas situagdes, atua-se da “mesma forma” e, assim,
aplica-se um contetido que se supde armazenado, geralmente por
experiéncia cumulativa. Nessa perspectiva, os problemas aritmé-
ticos sao vistos como proposigoes e devem ser resolvidos, antes
de tudo, tratando-se de traduzir bem o enunciado, de maneira
que se perceba essa “estrutura interna”. Dai surgem modelos
tedricos como os de Greeno, Anderson, Siegler ou Lesh; embora
tenham matizes distintos, todos eles consideram o processamento
do célculo como um armazém de regras sintdticas. Ainda assim,
das pesquisas subjacentes a esses modelos, aprende-se algo rele-
vante: os enunciados sdo importantes, no sentido de que, modifi-
cando as perguntas, consegue-se que 0s estudantes as vezes per-
cebam adequadamente o que é pedido.

Seguindo nessa direcao, muitas pesquisas estdo mostrando
que existem elementos referenciais exteriores (nficleos “concre-
tos”) que participam da producéo dos alunos, o que sugere forte-
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mente que a aprendizagem pode ser fomentada na medida em
que se oferega a possibilidade de o aluno afirmar coisas e justificar
suas afirmacbes. Parece-nos que o problema nio é, entao, encon-
trar boas “representagdes” (materiais manipulativos, desenhos,
Jogos etc.), mas promover experiéncias e reflexdes.

Uma conseqiiéncia é que ndo se deve propor situagoes nas
quais procedimentalmente levemos aos conceitos matematicos;
essa foi a tipica visao estruturalista dos anos 70 a 80. Parece,
porém, que tampouco vale o caminho inverso. J. Hiebert dizia
que o importante é enfatizar representagoes externas, que colo-
quem o sujeito em capacidade de construir representacdes inter-
nas adequadas. Mas, que é isso, adequadas? Como se atua sobre
as chamadas representagdes internas? A idéia de se trabalhar em
torno da produgao de afirmacdes e justificacdes oferece uma visao
alternativa a ambas abordagens, e sugere o caminho da investiga-
¢ao aritmeética como adequado, e ndo apenas o da resolugio de
problemas.

Experiéncia matematica e producdo de hipéteses

Nao ha davida de que s6 hé experiéncia educacional séria
se ha trabalho produtivo dos estudantes, e isso sugere fortemente
a necessidade de apresentar problemas, histérias ou questdes que
surjam de algo palpavel, e que fagam com que o estudante elabore
hip6teses de solugdo para o proposto. Até ha pouco parecia que
em aritmética nao se podia fugir dos precos como “0” palpavel do
cotidiano, e, fora disso, devia-se usar elementos manipulativos. A
pesquisa recente, no entanto, fala de um ensino realista de diver-
sos pontos de vista. Ha abordagens que propoem a apresentacio
de situagdes “realistas” — parecidas o bastante com situacdes
reais —, elaboradas de modo a permitir que se entreveja uma
certa estrutura matematica, como é o caso dos projetos holande-
ses. Existe, no entanto, uma outra concep¢ao, que procura nio
desligar a escola da realidade mesma. Assim, os ntcleos que se
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propoem surgem da vida dos estudantes, como é o caso do
trabalho de Gelsa Knijnik nos projetos do Movimento Sem-Ter-
ra. A primeira visdao tem acentuado a reflexdo sobre o uso de
materiais, jogos e referentes manipulativos. A segunda chega a
prescindir disso, na medida em que estes ndo se vinculam ao
cotidiano. A cultura ndo-escolar inclui praticas sociais que com-
portam niicleos (compra-venda com dinheiro, observacao da
natureza usando medidas de objetos do meio préximo, quanti-
dades que modelam relacbes humanas, geograficas etc.) em
que se podem empregar elementos matematicos, propriedades,
estratégias. Geralmente se considera que essas experiéncias sao
frutiferas na vida escolar na medida em que promovem desen-
volvimentos institucionais, aceitos e requeiidos pela comuni-
dade, como a propriedade distributiva da multiplicagéo sobre
a soma, o uso de técnicas de cdlculo com decimais ou até
mesmo exponenciais. O certo é que possuimos experiéncias de
pesquisa suficientes para afirmar que é possivel chegar a esses
conteiidos com base em experiéncias cotidianas bem organizadas
pela atividade escolar. Mas nao se trata s6 de “contetidos”:
mediante niicleos constituidos com base em situagdes cotidia-
nas, consegue-se, por exemplo, desenvolver processos cogniti-
vos chamados de antecipacédo e raciocinio hipotético, como no
trabalho de Paolo Boero, de Génova.

O ensino-aprendizagem de “aritmética” deixa de ser o
importante. O central € promover experiéncias potencialmente
ricas, que talvez ndo sejam somente aritméticas. A diticuldade
consiste em como gerenciar na classe a passagem da descoberta
de certas regras e o uso de certas estratégias (o intuitivo) a um
explicito o mais corretamente expresso e matematizado (o for-
mal). Chegando ai, a tentacdo é evidente: o professor muda o
nicleo usado, instituindo o formal como ntcleo em si mesmo e
diz aos estudantes “o que tém de saber”. Produz-se uma ruptu-
ra que as vezes € assimilada por alguns, porém, ndo faz cami-
nhar a todos.
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L Um resumo intermedidrio: Pensamento aritmético

Entre as dificuldades e os erros, constatamos dois tipos bési-
cos: 0s que surgem na producdo de significado para ntmeros ou
estruturas, e o papel do operativo na resolucao de problemas. No
que diz respeito aos tipos de raciocinio que intervém no numérico,
citamos os seguintes: figurativo-visual, absoluto/ relativo, aditivo,
algébrico (que serd objeto de outra parte deste livro), multiplicativo,
inferencial. Evidentemente existem outros. Os tipos de contetido
sobre 0s quais se raciocina sao: processos algoritmicos (adigoes,
multiplicagoes etc), processos gerais (simples interpretages como
relagoes entre o real e o simbdlico, generalizagbes de observagoes
dadas ou nao etc.), elementos conceituais representados (por exem-
plo, representar um resultado em forma grafica num sistema de
referéncia dado) ou nao (uso adequado de algoritmos em relacao a
realidades), ou elementos integrados processo-conceito (estimativa
e avaliagdo de margens de erro da mesma), atitudes abertas, sociali-
zadoras, comunicativas perante as atividades, e valorizagio apro-
priada do trabalho aritmético como importante, embora reconhe-
cendo limitagdes. E ha diversos niveis: intuitivo (reconhece e produz
imagens), tecno-simbdlico (integra imagens e reconhece proprieda-
des), formal (formaliza as propriedades observadas e reconhecidas
na produgao de novas imagens), estruturado (reconhece estruturas
conceituais e procedimentais e € capaz de inventar situagoes e novas
estruturas associadas a elas).

Para a atividade aritmética, tem-se de constituir ntcleos
com relacao aos quais os alunos sejam capazes de produzir afir-
magoes aritméticas com significado, isto é, para as quais sejam
capazes de constituir justificages.

L Na direcao de um sentido numérico

Em que direcao vai o ensino-aprendizagem da aritmética?
Em que diregao deveria ir? Durante muitos anos, tem-se valoriza-
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do o sistema de numeragao como fundamento para o reconheci-
mento numérico. Se a isso era acrescentado um trabalho sobre a
estrutura algébrica das operagdes, supunha-se que ja se apresen-
tava totalmente em forma o conhecimento quantitativo. A pesqui-
sa recente e 0s parametros curriculares de diversos paises refle-
tem sobre a necessidade de desenvolver intuigdes sobre o aspecto
quantitativo das situagdes, entendendo os nimeros em seus di-
versos significados e relacdes, possuindo referentes para as quan-
tidades e as operagdes. De fato, com base nos projetos curriculares
dos anos 90, iremos encontrar os cinco elementos seguintes: i) os
ntimeros devem estar relacionados com contextos reais; i) desen-
volvimento de um sentido numérico e ndo somente da numera-
cdo em seu valor posicional; iii) consideragao da aritmética desde
suas diferentes linguagens, promovendo significados e justifica-
coes diversas associadas a ntcleos de experiéncia distintos; iv)
reconhecimento e uso do célculo; e v) estimulo a andlise da
estrutura numeérica.

O que é sentido numérico?

F indiscutivel que os estudantes devem desenvolver intui-
¢Oes quantitativas, ou seja, devem dispor de técnicas e conceitos
necessarios para reconhecer o valor de quantidade, ordem, situa-
¢do e operagao, que se expressam mediante niimeros e correspon-
dem a intimeras situagdes cotidianas ou, simplesmente, reais. Nos
ultimos anos, diversos resultados de pesquisa tém mostrado que
os estudantes ndo valorizam, nem a estrutura escolar curricular
desenvolve, um conhecimento intuitivo sobre os nameros. Diver-
sos autores citaram, ja faz tempo, a importancia de reconhecer
uma arquitetura numérica, entendendo como tal o conjunto de
relacoes entre um ntmero e os demais, considerando-o como
quantidade.

Atualmente, esta-se desenvolvendo a concepgao de sentido
numérico como o conjunto de caracteristicas e de rede de relagées
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que permitem relacionar nameros com operacgdes, com o objetivo
de resolver problemas flexivelmente e mediante formas criativas,
uma nogao proposta por Judith Sowder, pesquisadora norte-ame-
ricana. A entrada num “sentido numérico” implica diversas agoes
cognitivas, sistematizadas no seguinte: a) embora se reconheca
uma operatividade de técnicas, nao se trata de executar um pensa-
mento algoritmico; b) nao existe sentido numérico sem um proces-
so de auto-regulacdo do pensamento, incerteza nos dados e resulta-
dos que se tem; ¢) da-se numa multiplicidade de caminhos e diver-
sidade de solugoes, de forma que a producao de juizos
correspondentes nao pode afirmar que tal ou qual raciocinio seja
melhor do que outro; d) inclui complexidade, necessita atribuir
significados e requer um esforco.

Entre as caracteristicas ou habilidades analisadas pela pes-
quisa, e que se consideram como fundamentais para um bom
sentido numérico, citamos as seguintes: identificar significados
para os ntimeros e as operagdes, reconhecer o valor relativo dos
ntimeros, descobrir relacdes e padrdes, imaginar e descrever uma
quantidade em funcao de outras, de formas diversas, e intuir e
estabelecer raciocinios na resolucdo de problemas. Também ha
fatores de atitude e valor como o saber situar-se no “mundo dos
nameros”, e reconhecer o valor e os limites do uso do célculo
mental, escrito e com calculadora.

Textos numéricos e seus significados

Durante a década de 1980, realizou-se muita pesquisa sobre
a importancia de representar graficamente situagdes aritméticas.
Isso pode favorecer, por exemplo, a aquisicao de estratégias de
célculo. De fato, na ilustracdo seguinte mostra-se como desenvol-
ver, com esquemas, estratégias de calculo mental para: soma de
nameros consecutivos, adigdes que completam dezenas ou de-
composigoes.
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11+12=D / / 32+25=D
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O interessante desses esquemas ou formas textuais € que
nao devemos esperar que os proprios alunos os desenvolvam, e,
sim, que os introduzam o professor e o livro-texto, 0 que faz com
que devam ser considerados como um elemento de provocagao:
“Q que vocé estd vendo?”, “O que acha que vai acontecer se, no
lugar desses nimeros, colocarmos outros?” Assim, produz-se um
significado para aquele texto (ndo-verbal), e se cria espago para a
explicitacao de justificagOes.

Pode-se também usar tabelas para indicar de forma quase
simbdlica relagdes desconhecidas, ou para reconhecer propriedades:

-4 -8
/N N

4| ‘
8

4
6
12 8

6

Comparados com os dois exemplos que apresentamos, ha
textos figurativos que fazem perder de vista o contetido matema-
tico e indicam somente uma forma indtil de “escrever” o resulta-
do. Tal é o caso da seguinte situagdo, na qual se devem colocar
resultados nas janelas dos caminhoes.
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Ordene os resultados, associando-os ao caminhdo
correspondente:

150 + 180

307 - 82

37+105+70

184 +20 05 - 286

Considerando que os signos (caminhdes) nao correspon-
dem ao que se estabelece (ndo sdo proporcionais ao resultado), os
textos que se produzem nao acrescentam nada. O problema é
resolvido, mas sem intervencao do texto figurativo.

Superando percepgoes errdneas nos conceitos

Formar um sentido numérico, que se baseia num sentido co-
mum, passa por reconhecer elementos visuais mediante experiéncias
perceptivas de todo tipo. Para isso, utiliza-se todo tipo de expressoes,
desenhos e experiéncias, como as que indicamos até aqui.

No caso particular das fragoes, é preciso considerar o se-
guinte: a) enfatizar, ou dar somente uma forma gréfica de fragao
(a usual imagem de superficie associada ao retangulo ou circulo),
é, as vezes, um obstaculo para a compreensao das outras —
deve-se também introduzir formas discretas, que levem a idéia de
operador; b) é importante a reta numérica, porém, nao se deve
confundi-la com a régua. Ainda assim, deve-se usar a régua,
insistindo que, embora mude a graduagado de um aparelho para
outro, e as precisdes nao sejam as mesmas, a ordem é conservada;
c) é preciso valorizar as diferentes formas de ordenagdo — clara-
mente comparativas ou ndo-comparativas — ficar somente em

62

“ordenar = procedimento simbdlico” é um obstaculo para outras
interpretacbes da fragao que nao correspondem a quantidade; d)
é necessario insistir em formas verbais da fracdo no uso cotidiano
e em seus diversos inconvenientes; f) reconhecer ntcleos e textos
constituidos com base em situagoes de tipo fisico, no trabalho
com problemas de fotografias, observagoes com a lupa etc.

Producéo de textos num mundo discreto

O interesse atual pela matemaética discreta no ambito curri-
cular é indubitdvel. De fato, seu desenvolvimento é necessario, na
medida em que da sentido a resolugdo de problemas aplicaveis a
vida cotidiana que ndo podem ser resolvidos mediante rotinas
simples de calculo, e enfatiza métodos importantes da matemati-
ca, como a indugao e o tratamento recursivo (conforme recomen-
dagoes curriculares do National Council of Teachers of Mathema-
tics, dos Estados Unidos, de 1991). Além disso, o discreto é impor-
tante tecnologicamente, ja que todos os equipamentos digitais
trabalham nesse dominio, inclusive os computadores.

O discreto permite ndo sé o regresso ao passado das técni-
cas de contagem como também o surgimento de novas idéias e
proposigoes; aparece em estruturas légicas, combinatérias, no
uso de padrdes iterativos ou recursivos, na algoritmizagao, na
andlise de redes, em elementos probabilisticos, em codigos, em
métodos de otimizagdo. As representacoes correspondentes sao
esquemas, reticulados, cédigos, grafos, diagramas e seqiiéncias.
Valorizar esse tipo de modelos implica o ressurgimento de velhos
problemas combinatérios como colorir figuras, trabalhar com a
existéncia de quadrados latinos magicos ou de propriedades arit-
méticas que permitem decrifrar c6digos secretos.

Exemplos discretos simples sdo as “aritméticas do relogio”
(aritmética modular), os trabalhos de codificacdo e a identificacido
de seqiiéncias elementares (como conservacao de paridades).
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L O visual numérico

E indubitavel o valor crescente que adquire o comunicativo
no mundo atual. E habitual, cada vez mais, tentar dar as pessoas
dados de forma aproximada, visual, atrativa, que causem impacto.
Porém nao somente por isso. Ja indicamos que raciocinamos me-
lhor se temos imagens visuais. Por isso, as configuragdes pontuais
dos ntimeros (ou seja, desenhar cinco pontos para indicar 5, um
retangulo de 2 x 3 pontos para indicar 6 etc.) adquirem valor. Na
tabela que se mostra a seguir, indicam-se os consumidores de dlcool
(cada ponto representa 10.000 pessoas) durante os cinco primeiros
dias de uma semana habitual num pais do norte da Europa. Como
se vé, os dados, apresentados na propaganda de uma revista,
expressam-se de forma que atinge o leitor de maneira forte:

09.30
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A visualizacdo que permite a aproximacao dos dados reais
é evidente, O leitor podera tirar suas proprias conclusées sobre o
consumo de alcool em “horas de trabalho” e o aumento de con-
sumo conforme a semana passa.

Investigando o visual na sala de aula

Em classe, é possivel propor diversas situagoes cotidianas
que implicam visualizacdo. Um caso elementar é observar dados

64

e reconhecer que a soma das faces opostas de dados é 7. Posterioz-
mente, identificar adicoes entre faces visiveis ou nao etc., como se
mostra na figura.

Observe estas figuras.

Os dados sdo comuns, e
todos do mesmo tipo.

Que ndmeros estdo escondidos
na diregdo das flechas?

Qual é a soma de todos os
numeros ocultos?

Justifique suas respostas!

Em relacao a esse tipo de situacao, ha outras, mais comple-
xas, que tratam de identificar seqiiéncias numéricas pela visuali-
zagdo. Tal é o caso dos numeros poligonais. O caso mais conheci-
do € o0 dos ntimeros triangulares (1,1 + 2, 1 + 2 + 3, ...) associados
ao jovem Gauss, de quem se diz que, com 11 anos, soube calcular
o tridangulo de 100 linhas; abaixo, apresentamos as configuracdes
visuais para os primeiros niimeros triangulares.

Os estudantes adotam diversas solugdes com base na visua-
lizagdo correspondente. Assim, estabelece-se um primeiro grau
de generalizagao, que é encontrar a regra de formagao e contagem
dos ntimeros triangulares.
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A pesquisa sobre configuragdes visuais pontuais tem mos-
trado muitos aspectos cognitivos de interesse sobre o conheci-
mento dos estudantes, como no trabalho de E. Castro, de Granada
(Espanha), aspectos que relacionam esse tema com o geométrico:
a) os estudantes usam prioritariamente elementos simples, figu-
rativos ou ndo, e desorganizados, ao invés de representagOes
geométricas organizadas; b) refletem um predominio do aditivo
em seus raciocinios estruturados sobre o reconhecimento de pa-
drées numéricos em situagoes visuais; c) € dificil para eles reco-
nhecerem inicialmente os processos indutivos, e véem mais facil-
mente 0s elementos iterativos. Viu-se também, entretanto, que as
informacodes visuais graficas favorecem o desenvolvimento de
abordagens indutivas.

No entanto, nao existe um acordo sobre qual é o significado
que se deve atribuir a visualizagdo numérica. Para alguns autores,
a imagem visual relaciona-se com uma imagem mental existente
sem a presenca direta do objeto (por exemplo, para J. Piaget e B.
Inhelder), ao passo que, para outros, pelo contrario, na visualiza-
cao deve-se incluir a habilidade para interpretar a informacao
figurativa (por exemplo, para N. Presmeg), sua manipulacao
mental e sua representacdo sobre um suporte material. Nesse
caso, o pensamento visual pode ser definido como o processo de
“formar imagens e usar tais imagens para descobrir e entender as
matematicas”.

L  Relagbes numéricas

No tratamento aritmético, dao-se diversos tipos de relagoes.
Vamos considerar somente algumas: a) partes/todo; b) ouno e o
mdaltiplo; ¢) ordem, situagdo e separacdo; d) estimacao; e) aproxi-
magao; f) estruturas.
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Parte-parte-todo

Uma das caracteristicas importantes das relacdes numéri-
cas € a das partes com um todo. Uma primeira analise estrutural
realizada por Carpenter e Moser, ampliada posteriormente por
sucessivas analises, estabelece que esse é 0 esquema de raciocinio
de muitos problemas de adigio e subtracio em diversos contex-
tos, sejam discretos ou ndo. De fato, responde a contextos cardi-
nais como “Atem... B tem... quantos eles tém no total” ou “quan-
tos faltam a A para ter... ”, “A e B tém... A tem... quantos tem B”.
As situacdes podem ser de medida: “o Estado A tem... metros
quadrados e B... e concordam em se fundir... que superficie ocu-
para o novo Estado”. Ou também situacbes monetérias como:
“comprei... que vale... e depois... que vale... quanto custou tudo”
ou “gastei no total... e em ... gastei... , quanto gastei no resto” ou
“quero comprar... que custa... e disponho de... quanto preciso”.

O problema das relagbes entre as partes e o todo leva a
consideracgoes nao estritamente aritméticas, mas também algébri-
cas, COmo veremos no préximo capitulo.

O uno e o maltiplo

Na pesquisa sobre os processos de contagem, sao descritos
alguns significados que as criancas produzem para a nocio de
unidade. Parte-se da idéia de que a construcio de unidades é um
pré-requisito para contar. Assim, afirma-se que a raiz de toda
quantificacao e de todo pensamento numérico e operativo se
relaciona com a construcdo mediante repeticao de unidades dis-
cretas e sua uniao. Ou seja, analisaram-se o0s protocolos dos estu-
dantes e foi possivel identificar as unidades que esses estudantes
utilizavam. Isso se repete no dominio dos racionais; de fato, na
construcao e na analise seméntica das fragoes, aparece claramente
aideia de unidade. Sugere-se também, mais amplamente, que ha
uma complexidade sucessiva da idéia de unidade, que correspon-
de a um pensamento recorrente e recursivo.
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Anocao de unidade tem dois significados distintos, relaciona-
dos com dois termos verbais: unidade e unicidade. Nas situagdes de
contagem, parecem intercambidveis. Porém, o que esta claro é que
construir o carater de unicidade de um pacote de 9 garrafas é
qualitativamente distinto a 1. Esse é o caso das dezenas e das
centenas. Por outro lado, o que estd claro € que o processo de
“unitizar” ou “fazer um” é fundamental na aquisicao do sentido e
da estrutura numéricos (raciocinio multiplicativo e conhecimento
das fracoes) e representa um processo de decomposiciao. Uma con-
seqliéncia simples dessas reflexdes é que passar de 4 (unidade-1) a
1 (unidade-4) ndo é nada fécil. Esse processo é denominado conver-
sdo unitdra e relaciona-se com a coordenacgao de unidades.

Ordem, situacao e separagdo

Uma das caracteristicas que facilitam o conhecimento nu-
mérico é a capacidade de ordenacdo reconhecendo escalas dife-
rentes. A visao ordinal dos nameros é tao importante no seu valor
de simples codificador como no seu valor relativo (ficar em 325°
lugar numa maratona de 100 mil participantes é um bom resulta-
do). Entre as estratégias de tipo absoluto e relativo, consideramos:
a ordinalidade, o uso de escalas diferentes, representagdes dife-
rentes dos nameros, sentido relativo em contextos reais e uso de
elementos referentes. Além das estratégias de comparacdo ou
relatividade associadas a situagbes concretas que possam se co-
nhecer, isso pode ser deduzido de trés tipos basicos de considera-
¢Oes: aritméticas, geométricas e topologicas.

Ordenar como imagem absoluta reflete, numa repre-
sentacdo de reta numérica, um primeiro problema de situar. Isso
implica que as relagdes “maior que” e “menor que” se associam a
“estar a direita de” ou “a esquerda de”. Isso pode ser colocado de
forma contraria: se nos desenham algo como na figura e nos
perguntam o que podemos dizer do niimero n, podemos concluir
que n é maior do que o ponto médio que € 45, e parece que estd
no meio entre 45 e 80, ou seja, perto de 65.
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Dizer que um niimero é maior do que outro ou que o resul-
tado de uma operacéo é maior do que o de outra, pode se dever a
motivagdes muito distintas. Por exemplo, sei com certeza que 10 x
3 é menor que 11 x 3 se tenho claro o significado de multiplicacao,
mas posso argumentar por meio do conhecimento que tenho do
resultado; porém, gracas ao simples significado, posso deduzir que
51 x 32 x 77 é menor que 60 x 40 x 80 sem necessidade de saber seu
valor exato; nesses casos, 0s argumentos sao aritméticos e se relacio-
nam com o aspecto quantificador ou de medida.

Em outros casos, dao-se relagdes de tipo geométrico. O ponto
médio entre 1/3 e2/3 é1/2,ja que, se a distancia de cada uma 0
e a 1, respectivamente, é a mesma, o ponto central € 1/2. Mas, se
for dito que a distancia é a mesma, ou seja, 1/2-1/3 =1/6 que
2/3-1/2 = 1/6, esta-se fazendo um raciocinio aritmético e ao
mesmo tempo geométrico.

Junto com a ordem déo-se, também, diversos tipos de rela-
coOes de tipo topoldgico como: separacao, vizinhanga e pertinéncia
a uma vizinhanca. Por exemplo, como 3/7 é menor que 1/2,
porque a metade de 7 é 3,5, e sei que 2/3 é maior que 1/2, entao,
3/7 é menor que 2/3. Ai, hd um raciocinio em que 1/2 atua como
separacdo. Nesse caso, o aritmético existe, porém, nao predomina
no raciocinio com o geométrico: A esta a esquerda de B, e Cestda
direita de B, entao, C esta a direita de A. As rela¢des de vizinhanga
levam a relacoes de posicao, e estas sdo de grande utilidade nos
trabalhos de estimacao.

O exemplo mais utilizado de separagio € o que exercem 0s
naturais entre as fracdes. Nao sei quanto é 76:87, mas se devo
representa-lo na reta, estara a esquerda de 1. O aritmético me diz
também que esta “perto” de 1.
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O sentido numérico, ja citado, utilizar-se-4 de contextos
particulares nos quais decidiremos a estratégia que nos parega
mais adequada entre as que temos a nossa disposigao. Por isso,
como j& comentamos, a importancia de atribuir significado aos
pontos de referéncia em contextos determinados (prego de obje-
tos, objetos que possuam medidas predeterminadas, situagbes
que sdo executadas num tempo estabelecido etc.). Num outro
caso, serao os raciocinios que evidenciardo o sentido numérico
em jogo, e que levarao a estratégias mais ou menos eficientes: “O
que sei de 3/4 que seja aplicavel na resolugao do meu problema?
Usarei que 3/4 éigual a 1/2 + 1/4, ou que é a mesma coisa que
6/8, ou que sei que 3/4 de 8 sdo 6, ou que 3/4 é maior que 2/3,
ouqueestdentre1/2e1...7”

Estimativa e suas dificuldades

“Quantos?”: essa é a pergunta tipica do numeravel, referin-
do-se a quantidade de elementos de um conjunto de objetos. Em
muitos casos, ndo sdo percebidas diretamente as quantidades e
torna-se necessaria a determinacdo de estratégias para reconhecer
uma quantidade de objetos. Entre elas: escolher uma amostra qual-
quer (ao acaso) e usar um raciocinio proporcional, estatistico,
fazer segbes, usar métodos paramétricos (por exemplo, compri-
mentos e larguras para encontrar superficies e volumes). Esti-
mam-se também medidas, como comparagoes em relacdo a uma
unidade de referéncia. Isso implica uma imagem da dita unidade,
e uma idéia de seu tamanho. Um bom estimador é aquele que
possui um bom ntimerc de referéncias para resolver essas situa-
¢Oes. Por tltimo, estima-se o resultado de operagdes.

As trés visdes anteriormente citadas sao trés tipos de estima-
tiva proprios do ensino obrigatério. Pode-se, porém, estimar valo-
res numéricos de uma funcédo, curvas aproximadas a um fendme-
no, probabilidades de um evento, quantidade de termos necessa-
rios para um resultado estatistico confidvel, e assim por diante.
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Estimativa e aproximacao nao sao sindnimos. A estimativa
tem sido definida como a forma de produzir um juizo sobre o
tamanho, a quantidade ou o niimero suficientemente exato para
algum propoésito dado, o que coincide com o significado vulgar
da palavra estimar como juizo de valor sobre algo, e trata-se de
uma habilidade com destrezas associadas. A aproximagao, por
sua vez, é uma técnica concreta. A maior parte das pesquisas
sobre estimativa foi realizada nos anos 80, e entre os objetivos
encontra-se definir os componentes que intervém num cdlculo
estimativo. Segundo Judith Sowder e David Wheeler, esses com-
ponentes sao os seguintes:

a) Conceituais

b) Habilidades e destrezas
c) Relagdes

d) Componentes afetivos

A esses, devemos acrescentar os seguintes, Gteis especialmente no
caso das fragbes:

e) Elementos conceituais referenciais métricos especificos

f) Estimativa e planificacao. Predigao e reconhecimento visual

Nao se sabe com clareza quais sao as condi¢des melhores ou
bésicas para uma boa estimativa. Ha pesquisas que mostram que
reconhecer fatos numéricos e possuir um bom conhecimento do
sistema posicional ndo € suficiente para ser um bom estimador.

Sobre a aproximagao

Quando temos de operar com 1/2, sabemos que podemos
escrever 0,5. E exato. Quando falamos do nimero x dizemos 22./7
ou 3,14. Essas sdo aproximagoes. Aproximar é a agao de substituir
um ntimero (ou elemento de um espago métrico) por outro sufi-
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cientemente préximo, por algum motivo. O segundo diz-se uma
aproximagao do primeiro. Na prética, aproximam-se com fre-
qiéncia as fragoes por outras mais simples, ou por porcentagens,
ou por decimais, ou naturais préximos; aproximam-se nameros
reais por decimais ou fracdes. Trata-se, portanto, de um processo
de simplificacdo, com o objetivo de: fazer um calculo estimativo
rapido ou mental, reconhecer algo porque se acerca a um referente
mais facil de comparar, ou simplesmente por exercer uma comuni-
cacdo mais efetiva com outros.

Para falar de 4/17 pensamos que é um pouco menos do que
1/4, e, portanto, estima-se em menos de 0,25. Uma aproximacao até
o0s centésimos € 0,23 e outra mais precisa daria 0,235291. Um arre-
dondamento daria 0,2353. Consideramos como aproximagao aque-
la técnica que permite a solucao de um problema de contagem ou
de medida, ou— como temos dito —, que busca um resultado que
seja suficientemente preciso para um determinado objetivo. Isso
implica a analise do erro cometido, a escrita e o calculo aproxima-
dos em si mesmos, e a probabilidade de acontecer um erro.

A aproximacao requer um conhecimento estrito do sistema
de numeracao empregado e do objetivo a conseguir. A aproxima-
cdo considera habilidades e técnicas pouco analisadas na pesqui-
sa, precisa usualmente de instrumentos (papel e lapis, calculado-
ra). Assim, a aproximagao converte-se numa forma de repre-
sentacao de dados e informacoes.

Entre as técnicas mais conhecidas encontram-se os arredon-
damentos, e, no caso das medidas, o uso de instrumentos de
maior ou menor precisio facilita ou ndo a disposicdo de uma
aproximacao adequada. A necessidade de trabalhar o arredonda-
mento estd baseada em varios fatos importantes:

 Valorizagao crescente da simplificagao verbal em man-
chetes dos meios de comunicagdo (comunicagdo vi-

sual/verbal);
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* Importancia das comparacoes entre grandezas. Dai a
necessidade de compreender a ordem de magnitude
(nimero de algarismos) de um resultado mais do que
seu valor exato;

¢ Usoda proporcionalidade (interpretagio de amostragens);

»  Dificuldades em efetuar mentalmente produtos de ntime-
ros de mais de dois algarismos (limites da memorizacao);

* Introdugdo de calculadoras e notacdes cientificas na
vida comercial (representacgao social).

Arquitetura e operagoes

Um pedagogo catalao chamado Alexandre Gali falava, em
1924, que os meninos e as meninas devem reconhecer a arquite-
tura dos nimeros e ndo somente sua engenharia. Isso implica,
antes de tudo, o desenvolvimento de um controle operativo, que
parece necessario a respeito do dominio do calculo mental com
nameros de 1a 100, ou fracdes e decimais nos quais essas quanti-
dades se apresentem. Essa é a parte prética, pragmatica, a enge-
nharia. Porém, a ela se deve atribuir um outro significado, dife-
rente do habitual: uma arte, uma discussao sobre sua organiza-
Gao, seu desenho. Um sentido estrutural operativo dos ntimeros
€ muito mais do que saber calcular muitos resultados, ou preten-
der saber o porqué deles. A arquitetura implica o desenvolvimen-
to da aplicagio de projetos ou de estruturas conceituais e procedimentais
complexas que somente podem surgir do trabalho de reflexao e
teorizacdo com base em produgdes dos préprios estudantes.

U Algumas implicacées curriculares

Fomentar um sentido numérico requer que seja executado
um plano de agéo escolar baseado num constante processo mate-
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matizador produtivo. Com isso, contribui-se para um conjunto de
aspectos da formacgdo dos estudantes. Entre eles, citaremos os
seguintes: a) de tipo estritamente matematico; b) de ordem atitu-
dinal pessoal; ¢) de tipo social (de fato, fomentar um sentido
numérico ajuda a desenvolver uma visdo critica perante temas
como consumo, meio ambiente, satide).

Num desenvolvimento curricular, integrador da pesquisa
atual que contempla o sentido numérico, devem-se considerar
procedimentos e conceitos no desenho do curriculo. Existem si-
tuacdes conceituais que de fato levam ao desenvolvimento de
procedimentos. Muitos desses “proceptos” novos (para utilizar
um termo forjado por David Tall) sdo comuns a diversos conjun-
tos numeéricos, mas outros ndo. A utilizacido de elementos opera-
tivos esta ligada aos significados que sdo produzidos para as
operacdes, e, no caso dos naturais, dos inteiros e dos racionais, ha
muito em comum, embora seja certo que os significados sejam
distintos em certos casos, como na multiplicagdo. Com os name-
ros naturais, multiplicar indica fazer combinacdes, e nao ha sen-
tido em “combinagdes fracionarias”. Ja elevar ao quadrado pode
ter significado comum para os naturais, as fragdes e os reais, como
no caso de encontrar a drea de um quadrado de lado dado.

No esquema seguinte véem-se as relagdes que constituem
um sentido numérico numa dindmica escolar. Com efeito, dao-se
trés elementos fundamentais: situacdo, contetidos e aplicagdes.
Os contetidos sdo de conceitos, processos, atitudes/valores e
proceptos. Ha conceitos de dois tipos: de controle do sistema
numérico e do sistema operativo. H& processos de dois tipos:
estratégicos e “usos” provenientes de um sistema de instrumen-
tos diferenciado. Os proceptos sdo os contetidos de agdo nos quais
os estudantes relacionam e aplicam o procedimental com substra-
to conceitual determinado. Esse esquema de relagdes constitui a
base para um “sentido numérico”.
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SITUACAO CONCEITOS
Contexto Controle do sistema
numérico
SIGNIFICADO Imagens
Representagdo associada E;}tpnrﬁsreantagoes
Tamanho relativo
Referentes
Sisternas de referéncia
Relagdes
PRO{ESSOS "
Conhecimento estratégiJl Sisterna de instrumentos r Controle do sistema
' operativo
Itheconhemr_nenio de dados Calculo mental Efeitos de uma operagio
Andeerpreta_gao Métodos algoritmicos Efeitos das modificagdes
RaCi%ua’lg.ao Modelos graficos Propriedades
paai cinio Material manipulativo Relagdes entre operagées
agao Calculadora Estratégia de caleulo
[ Adequagao dos resultados Computador L

] L aproximado/exato o
SENTIDO
NUME}RICO

Controle da aplicagdo ‘I De: ;
Atitudes e valores Senvolwrr!ento de

aplicagdes
reconhecimento multiplicidade
aplicabilidade de es,:;ratégias

i = . ;

“gtri%?r?;g” métodos ¢ instrumentos Solugdes

Bpooncie dfversps B contextualizadas
diversidade de solugdes -

plausibilidade dos
resultados

associagdes operatorias
Indugdo, Interagao

Entendemos o sentido numérico sempre em relacdo a um
problema ou situagio apresentada, dai o valor de reconhecer
componentes de tipo estratégico; a volta a situagdo que provocou
o problema fecha o ciclo. Esse esquema de inter-relagao de com-

ponentes introduz uma reflexao maior sobre a aplicabilidade do
sentido numérico.

‘ Como estratégias de aprendizagem do sentido numérico,
Citaremos como importantes as seguintes:

* Uso de niimeros em contextos

Importancia da visualizacio numérica

Uso de técnicas de agrupacoes e decomposicoes
* Compreensio do significado de operagdes



¢ Diversidade de representagoes

* Tratamento da ordem

= Comunicagao coletiva de estratégias

» Controle e reflexao sobre eficiéncia e aplicabilidade

U Alcancando a “nova aritmética”

Apbs termos dito em que direcao devemos caminhar no
desenvolvimento aritmético, perguntamo-nos como podemos con-
segui-lo. Desde o comeco, sugerimos um conjunto de reflexdes e
medidas, com exemplos. Como integrar os principios e as refle-
xoes de secdes anteriores para dar um conjunto de sugestoes
curriculares e de desenvolvimento efetivo em nossas salas de aula
para os préximos anos? O grande elemento de contraste, para
discutirmos como trabalhar na sala de aula (além do que disse-
mos a respeito do sentido numeérico), €, sem davida, a anélise do
novo papel que devem desempenhar “os calculos” e apresentar
um elenco de diversas formas metodoldgicas que permitam a
aquisicao de um sentido numérico o mais amplo possivel.

O papel do calculo

O papel do calculo nesse sentido numérico tem cinco aspec-
tos: a) o reconhecimento da existéncia de distintos tipos de cdlculo e
das importancias relativas de cada um, atribuindo em cada mo-
mento o papel operativo procedimental ou conceitual correspon-
dente (informacao); b) a explicitacdo das relagoes numéricas, de
modo a resolver situagOes problematicas concretas (intervencao e
significatividade na resolucao de problemas); c) instrumentaliza-
cdo de forma estruturada dos diversos calculos, integrando diversas
relagoes gerais aritméticas estudadas (estruturacao); d) promogao da
criatividade e surgimento de estratégias proprias associadas a pro-
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cessos de generalizacio, analise, sintese etc,, identificando algumas
estratégias ou modelos de importancia especifica (gestao); e, €) reconhe-
cimento da adequagio, da utilidade e do valor das estratégias propostas

por n6és mesmos e pelos demais (controle de qualidade).

O operativo e a resolugao de situagoes

Existem diversos tipos de situagdes que se associam as opera-
goes. Isso requer que o professor esteja consciente disso e as propo-
nha. Mas também deve-se propor o contrario: com base em uma
certa operacao, fazer com que os estudantes associem, em forma de
pequeno projeto pessoal, enunciados correspondentes. No quadro
seguinte damos exemplos ligados a multiplicagdo e a diviséo.

tém entre todas?

entre 3 criangas.
Quanto corresponde
a cada uma?

TIPO PROBABILIDADE DIVISAO DIVISAO
DE MULTIPLICACAO| (MULTIPLICADOR) | (MULTIPLICANDO)
Grupos iguais 3 criangas tém cada | 12 laranjas sdo Se vocé tem 12
uma 3 laranjas. repartidas laranjas, para
Quantas laranjas eqiiitativamente quantas pessoas

poderia dar 4
laranjas?

uma velocidade
constante de 4,2
m/s. A que
distdncia pode

~

chegar em 3,3 s?

139 mem3,3s.
Qual é sua
velocidade medida
em metros por
segundo?

Medidas 3 criangas tém cada | 12,6 litros de suco Se vocé tem 12,6
. . uma 4,2 litros de sdo compartilhados | litros de suco, para
1guals suco. Quanto suco em partes iguais quantas criancas
hé entre todas? entre 3 pessoas, poderia dar 4,2
quanto corresponde | litros?
a cada uma?
Gradiente Um barco se move a | Um barco percorre Que tempo demora

um barco para
percorrer 139 m, a
uma velocidade
constante de 4,2 1m/s?

Conversao de
medida

A polegada é uma
medida equivalente
a 2,54 cm. A quantos
centimetros
equivalem 3,1

polegadas?

3,1 polegadas
correspondem a 7,84
centimetros
aproximadamente. A
quantos centimetros
aproximadamente
equivale uma
polegada?

A polegada é uma
medida equivalente
a 2,54 cmn. A quantas
polegadas
equivalem 7,84 cm?
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Comparagéo O ferro é 0,88 O ferro 6 0,88 Se duas pecas de
e o vezes mais pesado | vezes mais pesado | igual volume de
mult1phcat1va do que o aco. Se do que o aco. Se ferro e ago pesam,
uma peca de ago uma peca de ferro | respectivamente,
pesa 4,2 kg, quanto | pesa 3,7 kg quanto | 3,7 kge 4,2 kg,
pesaria o mesmo pesaria 0 mesmo qual é o peso
volume de ferro? volume de ago? relativo do ferro
respeito ao aco?
Uma escola aprovou | Uma escola aprovou | Uma escola aprovou
Parte/todo 3/5 de seus b 3/5de seus P 48 estudantes de 80
estudantes num estudantes num que fizeram um
exame. Se 80 exame. Se foram exame. Que fracio
fizeram o exame, aprovados 48, dos estudantes foi
quantos foram quantos fizeram o aprovada?
aprovados? exame?
Transformacao Uma pecade4,2m | Uma pega foi Uma peca de 42 m
e de comprimento foi | alongada 3,3 vezes de comprimento foi
multiplicativa alongada 3,3 vezes | em seu comprimento | alongada até medir
em seu original. Uma vez 13,9 m. Qual foio
comprimento alongada media fator de
original. Qual é o 13,9 m. Qual era o alongamento?
novo comprimento? | comprimento
original?
Produto Se ha trés caminhos | Se ha 12 caminhos Se ha 12 caminhos
. de AaB,e4deBa diferentes de Aa C diferentesde Aa C
cartesiano C, quantas formas viaB,e3deAaB, viaB,e3de AaB,
diferentes hd de Aa | quantos hd deBa C?| quantos hadeBa C?
C passando por B?
Area Qual é a drea do Se a drea de um ) Sea area de um 5
A retdngulo de 3,3 m retingulo é 13,9 m retangulo é 13,9 m
retangulo de comprimento e 0 comprimento é e 0 comprimento é
por4,2mde 3,3m,qualéa 3,3m,qualé a
largura? largura? largura?
Produto Se um aquecedor Quanto tempo Qual a poténcia de
. com poténeia de 3,3 | precisa funcionar um | um aquecedor que
medidas kW funciona aquecedor de consome 13,9 kWh
durante 4,2 horas, poténcia 3,3 kW, em 4,2 horas?
qual é o consumo para gastar 13,9 kWh
em kWh? de eletricidade?

Calculo mental estrito, além da visualizacao

As razdes pelas quais o calculo mental hoje é prioritario sao
as seguintes: i) requer e fomenta uma habilidade muito Gtil num
momento no qual o escrito € menos importante pela introducio
das calculadoras; ii) € um dos elementos-chave que permitem o
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dominio estrutural numérico, que pode ajudar a contrastar con-
cepgoes e procedimentos que permanecem ocultos em outros
tipos de calculo; iii) € promotor de estratégias cognitivas de gran-
de interesse como as generalizagdes, a aplicabilidade de situacées
matematicas, a flexibilidade; iv) favorece a anélise, a exploracéo,
a criatividade, a imaginacdo e a meméria; v) pode gerar uma
visao ladica das matematicas. Encontramos em programas ofi-
ciais: “Deve-se favorecer a utilizagao pelos estudantes de suas
proprias estratégias na atividade matematica, nao sé para conse-
guir uma aprendizagem mais funcional e desenvolver seu nivel
de auto-estima e auto-eficacia, mas também como expressao da
criatividade e de formas de pensamento originais” (Curriculo
espanhol, 1993).

Os professores nao aceitam, em geral, o ensino e a impor-
tancia do calculo mental, ndo sé porque nac se pensa que ajuda o
sentido numérico, mas porque muitos pensam que obstrui a
aprendizagem de métodos gerais.

Nao ¢ facil reconhecer que os compéndios de métodos de
calculo mental, que ocupam péginas memoraveis dos grandes
tratados de aritmética do século XIX, podem ser de grande valor
na formacao do professor. As regras ou técnicas para serem usa-
das de forma estritamente mental (sem ajuda visual) tém uma
leitura diferente agora; a chave é propor situacoes de calculo
mental que permitam a reflexdo posterior sobre as estratégias
utilizadas. Como sempre, em algum momento, elas podem ser
sistematizadas.

Os diversos calculos e seus instrumentos

Arealizacao da maioria dos procedimentos supoe a utiliza-
cao de instrumentos. Nesse sentido, nao é possivel separar a
definicdo de um procedimento do instrumento usado para reaki-
za-lo. Dito de outra forma: sabemos escrever utilizando caneta e



papel. De fato, a execucio de um procedimento ndo é separdvel dos
instrumentos necessdarios para realizd-lo. Os instrumentos utilizados
para realizar as tarefas socialmente relevantes dependem do nivel
de desenvolvimento tecnolégico da sociedade na qual se vive.
Lavar é um procedimento cuja realizacdo varia muito; segundo o
caminho escolhido para sua execugdo, pode-se lavar a mao no
tanque de casa, numa lavanderia da cidade, pode-se lavar com
mdquina etc. Porém, em cada sociedade existe uma forma comum
oumassiva de realizacao de um procedimento quando se trata de
algo que ¢ feito com freqiiéncia e no qual se investe muito tempo,
ou seja, em algo que tem claras repercussdes econémicas diante
da produtividade. Em muitas sociedades urbanas, a forma co-
mum de lavar é fazé-lo com maquina. E evidente, entdo, que ndo
podemos colocar a questdo sobre como devem se realizar os
procedimentos sem levar em consideracdo o contexto social no
qual sao realizados. Existe uma tendéncia social a padronizar a reali-
zagdo de procedimentos de relevancia social e econdmica mediante a
utilizacao da tecnologia que, sendo de uso corrente nessa sociedade ou
grupo social, é mais eficiente.

Por outra parte, o cdlculo é fundamentalmente um procedi-
mento (ou um conjunto de procedimentos), e, por essa razao,
falamos de calculo mental, calculo oral, cdlculo com barrinhas, cal-
culo com dbaco, calculo com regra de cilculo, cdlculo com papel e lapis,
calculo com calculadora etc. Nao é por acaso que a prépria palavra
“calculo” faca referéncia ao instrumento com que seus inventores
realizavam as contas (pedras). A padronizacao do calculo é, ade-
mais, uma tendéncia social. Portanto, a postura coerente nao é,
em nossa opinido, a que pretende a utilizacdo massiva e irrefleti-
da dos métodos que utilizam a Gltima maquina inventada, mas
também nao ¢ a dos que pretendem supor que a Terra parou de
girar e que € possivel isolar essa questdo (o ensino de cilculo na
escola) da evolugdo do mundo social e econémico.

Assim, segundo o que se espera da resposta a um proble-
ma, € utilizado um ou outro tipo de calculo, e um ou outro tipo
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de instrumento. Se quero saber o que devo pagar ao comprar 40
reais numa loja com 25% de desconto, ndo preciso de lapis e
papel. Sei que é a mesma coisa que tirar 1/4 de 40, que sao 10 dos
40 que custava. Ou seja, pago 30 reais. Seria absurdo que um
estudante usasse uma calculadora. Se, por outro lado, quero
calcular a area exata de uma parede de 4m35cm por 8m75cm,
devo pegar minha calculadora!

O célculo mental aproximado parte de um dominio memori-
zado do calculo mental classico das quatro operagdes basicas, com
os nameros desde 1 até 100, com nog¢des de aproximacao assumidas
convenientemente. Isso implica aspectos como os seguintes: a)
reconhecimento do dominio dos ntimeros por composigdo e de-
composicao de adicdes e subtragdes, do dominio de dobros; b)
consideragao do niimero como uma situagao e como uma transfor-
magcao; ¢) reconhecimento de aproximagdes importantes (dezenas
exatas, terminagdes em cinco etc.); d) trabalho de delimitacdo que
supere a simples compara¢ao “maior/menor que”, mediante um
maior uso de expressdes como “esta entre...e ...”.

Em sintese, o cdlculo mental aproximado tem trés caracte-
risticas fundamentais:

¢ Conhecimento dos ntimeros e relagdes

* Conhecimento de um conjunto amplo de estratégias de
célculo mental

* Idéia clara de ordenacéo e delimitacdo em cada conjun-
to de nimeros

Para trabalhar o calculo aproximativo
As situacoes de calculo aproximativo devem permitir seu

uso ou sua aplicagdo, sua construcio, sua interpretacdo e a analise
correspondente. Por isso, os passos 16gicos para um bom processo
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de ensino deveriam ser: reconhecer a situagao dos nameros, ab-
soluta e relativa, a comparacao entre niimeros e a provocagao de
situagbes de aproximacao com operagdes de diversos niveis de
dificuldade. Entenderiamos melhor o sentido da mecanizagao da
qual falamos se fosse chamada “sistematizacao de estratégias”, e
entao, talvez, nao duvidassemos da necessidade desse trabalho
na sala de aula.

W Um novo curriculo operativo

Ainda temos perguntas cruciais como as seguintes: Pode-
mos reduzir o calculo e a aritmética a uma compreensao concei-
tual do significado dos ntimeros e operagdes, como em outro
momento se reduziu a algoritmos e técnicas? Deve existir uma
desvinculacao do célculo com respeito @ numeragao como siste-
ma conceitual? Até que ponto se deve fazer um trabalho para
melhorar habilidades e técnicas para “reconhecer ordem de mag-
nitude, aproximagao, estimacao etc.”, e em que sentido se devem
introduzir os esquemas conceituais associados? Qual o papel que
devemos atribuir aos novos meios instrumentais como calculado-
ras e computadores?

Nao iremos, aqui, responder de forma completa a todas
essas questoes, mas podemos comegar sua discussao afirmando
simplesmente que a aritmética escolar deve deixar de lado dua-
lismos vazios que ndo apresentam profundidade (calculadora,
sim ou nao?, algoritmos das operagdes, sim ou nao? e outros), e
prosseguir indicando algumas consideragbes que devem fazer
parte do novo curriculo operativo:

a) Deve-se superar preocupacoes tecnicistas. Os baixos resul-
tados em provas de calculo mostram-se ainda como
algo desanimador e que deixa os professores em ma
situacdo. Por exemplo, muitos pais desejam que seus
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filhos dominem a tabuada na 2° série e se queixam se
iss0 ndo acontece; existe uma exigéncia social externa.
Parece-nos que se esquecem de que o objetivo maior é
que, ao finalizar a formacéo bésica, o aluno tenha um
dominio do calculo aproximado, de modo que possa
estimar quocientes aproximados, resultados de opera-
cOes em geral, e saiba quando aplicar uma operacao a
uma situacgao dada.

b) Eliminar a independéncia de campos numéricos (naturais,

fracoes, inteiros...), que ocupam habitualmente li¢oes se-
paradas, e também promover trabalhos inter-relaciona-
dos entre o aritmético e outros aspectos da matematica.
A maioria de nés ainda nao esta convencida da impor-
tancia de trabalhar, desde cedo, com os processos de
generalizacdo na direcdo da algebra, nem insiste sufi-
cientemente no calculo com medidas e enunciados.
Além disso, deve-se considerar as inter-relacoes entre
representacoes diversas de um mesmo problema, e que
surgem ao olhar o problema sob diversos enfoques. A
aritmética nao deve esquecer a reta numérica como for-
ma de representagao nao s6 de ntimeros, mas também
de “visualizagdo” de operacbes e relagdes; dar significa-
do a processos como passagem ao continuo, com situa-
gOes probabilisticas simples, mediante roletas e outras
experiéncias, pode ser também um bom exemplo.

c) Deve-se dedicar menos tempo ao esforco repetitivo de pro-

cessos ja abordados, pensando que o anterior nao esta
“suficientemente dominado”. Observemos o exemplo
seguinte. Muitos professores consideram que introduzir
a multiplicagdo numa equagao é uma complicacdo a
mais: “Nao se pode perguntar aos alunos que ntimero
multiplicado por 3 da 24 quando se estd multiplicando,
isso é dividir! Nao se deve fazer isso até que eles domi-
nem a multiplicacdo!” Numa situacdo dessas, deve-se
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utilizar calculadoras e usar tabelas e recursos de forma
que sejam integrados métodos adequados. Assim, pro-
vocam-se 0s problemas de multiplicacdo e divisao ao
mesmo tempo, jd que estdo realmente relacionados.

d) Um maior uso de um trabalho interdisciplinar, que nao se
deve reduzir a motivagées e uso de procedimentos co-
muns. O calculo e a aritmética nao devem esquecer as
relagdes com a mdsica, as relagoes das proporcoes com
a arte, as vinculacbes das representacdes e das tabelas
numéricas com a descoberta de propriedades que sur-
gem da geografia, os fendmenos fisicos e as expressoes
vinculadas a andlise de processos do meio ambiente, do
consumo etc.

e) Introduzir situacbes nas quais se observe o valor do uso da
calculadora. Vejamos um exemplo simples:

Use a calculadora. Vocé s6 pode utilizar as teclas 0,1 e 3.
Indique o valor mais aproximado possivel que se possa
obter das seguintes operacoes :

321 + 967 ~ ;2987 x 29 ~ ;1322:12 ~
Compare depois com os resultados exatos.

Outro tipo de experiéncia pode ser do mundo fisico ou comercial.

f) Estruturar a aprendizagem de algumas técnicas “institucio-
nais” de cdlculo mental ao longo do 1° grau, sem que isso
implique que néo se possam usar técnicas “pessoais”.

8) Os estudantes devem enfrentar situacées nas quais aparecam
conflitos que possam ser resolvidos numa atividade coletiva,
como comunidade aritmética na classe que comunica suas
descobertas. A expressdo verbal deve ser dominante sobre
qualquer outra,
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As palavras que sao usadas para expressar contetidos, racio-
cinios e conversagoes aritméticas tém significados ambiguos em
muitas ocasioes. Os simbolos tém também diversos significados e
usos distintos. Com efeito, se perguntamos as criangas, “Que dife-
renca ha entre 6 e 13?7, algumas dirdo 7 (entendem subtragao),
outras dirdo que um tem um némero e o outro dois (0 que nao esta
certo, porque sao “algarismos”!). 3/4 pode ser o resultado de um
jogo, 3 gols a 4, ou dois ntimeros separados com uma barra (falsa
concepgao de fracdo). As palavras sdo muitas vezes usadas de
formas diferentes da que o professor esperava... Mas, junto com os
simbolos, fazem parte da linguagem que expressa o aritmético e
deve-se considerar que, as vezes, elas criam dificuldades.

Para fomentar o uso da linguagem devemos introduzir situa-
¢Ges provocadoras, as mais motivadoras possiveis, que fujam das pergun-
tas classicas e convidem a produgio: a) de historias com perguntas
abertas, as quais é preciso responder; b) de histérias em quadri-
nhos sem desfecho, que devemos completar; c) de situagbes em
que nos colocamos “no lugar do outro” (“faga de conta que €
Pitagoras e descreva sua descoberta”); d) de encaminhamento de
um didlogo com alguém que nao esta presente (como explicaria
algo a seu amigo por carta?).

W Avaliando o aritmético

Uma forma de estabelecer um resumo de todas as idéias
expostas é falar delas considerando-se uma perspectiva de avalia-
cao. Isso implica reconhecer objetivos que correspondam aos
principios da chamada “nova aritmética” para iniciar o século
XXI e a maneira de conduzir sua implementacdo. Mais ainda,
significa indicar uma forma de acompanhamento continuado do
desenvolvimento implementado na sala de aula, e de analisar o
que acontece com o conhecimento dos estudantes e as crencas do
professor, o que se relaciona com o que hd de formativo na
avaliacao.
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Os objetivos principais a que se propoe o ensino da aritmé-
tica sdo os seguintes, sem que a ordem indique maior ou menor
importancia ou implique uma seqiiéncia determinada:

1) Desenvolver uma capacidade minima de interpretar o
que ha de aritmético em determinadas situacces reais;
isso implica usar de forma 4gil linguagens diferentes;

2) Integrar e dominar alguns processos gerais aritméticos
que permitam a resolucao de situagbes mediante métodos
diversos (planificagao, uso de referenciais externos a situa-
cao, calculo de diversos tipos, técnicas esquematicas etc.);

3) Dominar algumas bases conceituais importantes, reco-
nhecendo sua aplicagdo em situagdes concretas;

4) Adquirir um sentido numeérico o mais geral possivel, que
permita flexibilizar as técnicas e os contetidos que se conhe-
cem e reconhecer quando cada uma é mais titil e adequada;

5) Ser capaz de produzir hipéteses diante de problemas,
vinculando as justificagbes necessarias a diversos racio-
cinios (aditivo, muitiplicativo, proporcional etc.);

6) Adotar as mudancas de atitudes necessarias para levar
tudo a cabo.

E possivel expressar os principios e as idéias expostos até
aqui na forma de um programa para a educagao aritmética basica,
mas ndo vamos fazé-lo. Em vez disso, preferimos considerar
apenas que € preciso avaliar o trabalho dos estudantes dentro de
um tal programa, e, embora isso seja dificil, o certo € que muitas
das atividades propostas ao longo destas paginas, como exem-
plos, podem permitir analisar o progresso quanto a aquisicao de
técnicas, a observacao da melhora no sentido numérico, ao domi-
nio de fatos ou sistemas conceituais e a avaliagao de atitudes.
Certamente, € dificil falar de requerimentos gerais para todos os
niveis educacionais; ndo existem exemplos de avaliagdo genéri-
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cos, e ela se deve adaptar ao contetido, ao interesse, a motivagao
e & linguagem proprios de cada nivel. As técnicas e os instrumen-
tos de avaliacdo sdo diversos, de acordo com o que se deseja
avaliar; entre esses, distinguimos situagoes procedimentais, con-
ceituais ou de investigagao.

O Resumindo de forma breve

Conseguir um bom trabalho aritmético implica, para a tare-
fa do professor: a) reconhecer a necessidade de uma mudanca
curricular que sirva para desenvolver um sentido numérico, ou
seja, colaborar para que o estudante seja capaz de interpretar e
formular textos numéricos, reconhecer visualizagoes, relacionar
20 maximo os contetidos que conhece na pratica situada de cada
momento, utilizar métodos originais para distintos tipos de situa-
coes, avaliar se sdo razoaveis e eficazes etc.; b) integrar diversos
tipos de raciocinio na produgao de conjecturas ante os problemas
apresentados, superando os erros, as dificuldades e os obstaculos;
c) assumir o papel dos distintos célculos, que nao se reduzam a
obtencao de resultados, e contribuam para aprimorar processos
como planificar, desenvolver estratégias diferentes, selecionar as
mais adequadas etc.; e, por tltimo, d) fomentar uma avaliacao
que contemple a regulagao e o controle constante do processo de
ensino proposto.
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3
SOBRE A ALGEBRA

No capitulo anterior, falando da aritmética, nosso foco esta-
va principalmente em discutir o que seria um sentido numérico
adequado a nossos tempos (e os préximos), e de que forma seria
possivel implementar uma tal visao na escola.

No caso da algebra, teremos de adotar um caminho um
pouco diferente, pelo menos em principio, e o motivo é o seguin-
te: por incrivel que pareca, ndo hé consenso a respeito do que seja
pensar algebricamente. Ha, é verdade, um certo consenso a res-
peito de quais sdo as coisas da dlgebra: equagoes, calculo literal,
fungoes, por exemplo, mas mesmo ai ha diferencas — graticos sao
ou nao parte da algebra?

O problema de um consenso construido assim, com base
em contetdos, € que podemos saber que isto ou aquilo “é” alge-
bra, e trabalhar estes contetidos, mas nao podemos saber duas
coisas fundamentais: a) se ha outros tépicos que deveriam tam-
bém estar ali; e, b) fica dificil saber de que forma organizar um
curriculo para a educacao algébrica, e até mesmo se os topicos
tradicionais sao tao relevantes quanto sua inclusao tradicional em
curriculos parece indicar.
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Bem mais do que no caso da aritmética, as diferencas encon-
tradas em relacao a concepgdes de educagdo algébrica tém raizes
em diferentes conceitualizacoes da atividade algébrica. O que
faremos, entdo, é o seguinte. Primeiro examinaremos uma série
de idéias e trabalhos ligados a atividade algébrica e a educagao
algébrica, e apenas entao iremos introduzir uma perspectiva nova
para esse tema, e uma forma possivel para sua implementacao.

W As diversas concepgdes da atividade algébrica

Parte do trabalho de caracterizar a atividade algébrica é dar
uma “descricao” de posse da qual possamos identificar essa ati-
vidade quando ela acontece. Outra parte, mais complicada, é
tentar saber se hd — e quais seriam, entao — processos cognitivos
peculiares a essa atividade.

As tentativas mais superficiais de descrever a atividade
algébrica tém em comum o fato de ficarem apenas na primeira
parte do trabalho; a associacdo com contetidos é imediata, e a
caracterizagdo para por ai: atividade algébrica € resolver proble-
mas da algebra (resolver equagdes, por exemplo), sejam eles pro-
blemas “descontextualizados” ou parte da solucao de problemas
contextualizados. Em resumo, a atividade algébrica é descrita
como “fazer ou usar algebra”. A versao mais banal dessa posigao
€ a que descreve a atividade algébrica como “calcular com letras”.

E claro que dizer que “a atividade algébrica é calcular com
letras” € uma tolice, mas ha uma outra face dessa obsessdo por
letras, e que tem expositores e defensores ilustres. A idéia central,
nessa linha de pensamento, nao é simplesmente adotar uma
caracterizacao da atividade algébrica como “calculo literal”, mas
buscar mostrar como uma suposta linha de desenvolvimento
histérico da algebra pode ser retracada seguindo o desenvolvi-

mento das “notacdes algébricas”.
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De forma bastante breve, essa linha seria a seguinte: come-
camos com 0s babilonios e os egipcios (cerca de 1700 a.C.), que
desenvolveram regras eficientes para calculos varios e para a
resolucao de problemas, embora ndo tenham desenvolvido nota-
¢ao alguma para apresentar essas regras de forma geral. Dali,
salta-se quase 2 mil anos, direto para o grego Diofanto (por volta
do ano 250); sua grande criagao é vista como sendo a introducio
de um sinal especial para a incognita em uma equacio, e uma
escrita das equagées que pode ser interpretada como algo que se
parece um pouco com a nossa.” O préximo salto é de “apenas”
1400 anos, menor do que o anterior, mas, em muitos sentidos,
bastante mais radical: vamos direto até o francés Vieta (cerca de
1550), o primeiro a sistematizar o uso de letras para representar
também os dados (valores conhecidos) em uma expressao algé-
brica; para os que seguem essa linha de pensamento, o que Vieta
introduz € um calculo com letras (que representam quantidades
ou grandezas geométricas), calculo esse que tem suas regras
proprias, compativeis, é claro, com as nocoes usuais da aritmética
e da geometria.

O préximo — e supostamente Gltimo — passo, seria a
génese da nogao de estrutura algébrica, primeiro com Galois
(1811-1832) e Abel (1802-1829), de forma “implicita”, até chegar-
mos a Bourbaki (a partir de 1940),® e af entramos no dominio
préprio do “cédlculo com letras”, mas num sentido bem mais
sofisticado, o da sintaxe: um calculo com regras préprias e igno-
rantes de qualquer sistema particular que funcione como elas
(nameros, por exemplo). Um mundo, enfim, completamente
“abstrato”.

1. Diofanto usava, por exemplo, um sinal especial para a igualdade.

Nicolas Bourbaki foi 0 nome escolhido por.um grupo de matemaéticos
franceses que, a partir de 1940, trabalharam para colocar toda a
matematica em bases axiomaticas. As “estruturas-méae” que tomam como
ponto de partida (de ordem, topolégicas e algébricas) deram a Piaget as

estruturas bésicas do pensamento — segundo suas teorias.
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Essa visao, a de que a introducao de notagao especial (no
caso, letras) corresponde diretamente a determinadas mudancas
conceituais, e, mais do que isso, que essas mudangas sinalizam
claramente um estagio de “desenvolvimento” da atividade algé-
brica, continua a ter implicagdes nas idéias de pesquisadores em
Educacao Matematica. Notagdes sao mais ou menos adequadas em
uma certa atividade, mas isso depende fundamentalmente dos
significados em jogo; mais adiante, voltaremos a esse tema.

O inglés Eon Harper, por exemplo, publicou, em 1987, o
artigo Fantasmas de Diofanto,’que teve consideravel influéncia em
outros autores. Nesse artigo, Harper toma a idéia, apresentada
por G.H.F. Nesselmann em 1842, de que poderiamos classificar a
algebra, em seus varios momentos histéricos, em retérica (apenas
palavras), sincopada (alguma notagao especial, em particular pala-
vras abreviadas) e simbdlica (apenas os simbolos e sua manipula-
cao). Enquanto para Nesselmann essa era simplesmente uma
postura descritiva, Harper introduz a nogao de que ela correspon-
deria a algo mais. Em seu Fantasmas de Diofanto, ele argumenta
(inclusive com dados de entrevistas clinicas), que de retdrico a
sincopado e a simbdlico haveria um correspondente desenvolvi-
mento intelectual. Harper tomou, para seu estudo, um problema
que ja aparece na aritmética de Diofanto:

Mostre que, se vocé souber a soma e a diferenga de dois niimeros,
¢ sempre possivel descobrir os nitmeros. Dé sua resposta da forma
mais geral possivel.

Este problema foi dado a criancas de varias idades, e trés
tipos basicos de respostas apareceram:

3. Titulo original em inglés, Ghosts of Diophantus, publicado no Educational
Studies in Mathematics, n® 18 (1987).

1) Totalmente verbais, por exemplo: “Vocé pega a dife-
renga e tira da soma, e depois divide o resultado por
dois; esse € um dos nameros. Para achar o outro, soma
a diferenca ao primeiro”. Essas seriam as solucdes
retéricas.

2) Depois de escolher valores particulares para a soma e a
diferenca (por exemplo 10 para a soma e 2 para a dife-
renca), a crianga montava e resolvia um sistema:

{ x+y=10
X-y=2
Essa seria a solugdo sincopada.

3) A crianga montava e resolvia o seguinte sistema (a me-
nos de escolha de letras):

X+y=a
{ x-y=b
Na visdo de Harper, cada tipo de solucdo indicava um

estagio de desenvolvimento intelectual.

Antes de Harper, um outro estudo, conduzido por Dietmar
Kiichemann na Inglaterra, também teve grande impacto.* Utili-
zando um grande ntmero de questdes simples, como,

Sea+b=43, entdioa+b+2=..7

e

Escreva uma expressio para o perimetro da figura a seguir:

4. EHsse estudo era parte de um outro, mais amplo, chamado Concepts in

Secondary Mathematics and Science (CSMS), coordenado por Kathleen Hart
entre 1974 e 1979. Os resultados foram publicados em 1981, no livro
Children’s understanding of mathematics: 11-16 (Londres: John Murray).
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O estudo terminou por trazer duas sugestdes centrais. Pri-
meiro, que havia uma correspondéncia entre as idades dos alunos
e o nivel de acerto para cada questdo, que parecia corresponder
aos niveis de desenvolvimento intelectual indicados por Piaget.’
Segundo, que partindo da idéia piagetiana de que o desenvolvi-
mento intelectual depende de um processo de maturacio (emi-
nentemente bioldgico), de forma que ha um limite objetivo para o
quanto se pode “apressar” esse desenvolvimento, surgiu a suges-
tdo de que o ensino-aprendizagem da 4lgebra na escola deveria
ser iniciado apenas de forma bastante tardia (por volta dos 14-15
anos de idade). O projeto CSMS teve grande repercussio na
Inglaterra, e a segunda sugestdo contida no trabalho de Kiiche-
mann foi seguida, com efeitos bastante adversos, pelo sistema
escolar inglés. O resultado geral foi uma geracdo ou mais de
alunos que terminavam o equivalente a0 nosso ensino fundamen-
tal sem qualquer educacéo algébrica, ou, no méaximo, no caso dos
alunos classificados na faixa superior em matematica, com uma
formagao bastante superficial. Ainda hoje, a universidade inglesa
sente o efeito desse processo sobre alunos ingressantes.

Embora distinto em interesse e método do estudo de Harper,
o trabalho de Kiichemann compartilha com aquele a crenca no fato

5. Nao temos espago para apresentar exemplos mais completos das questdes,
mas talvez baste dizer que, para cada “tipo” de questao, como as duas que
apresentamos, havia, na verdade, quatro ou cinco questdes, construidas de
modo a constituir, segundo os pesquisadores, uma seqiiéncia de dificuldade
crescente e com caracteristicas tais que esta ou aquela competéncia intelectual
seria necessaria para resolvé-la. O plano geral segue, evidentemente, uma
tradi¢do piagetiana.
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de que, de algum modo, seguir a trajetéria do uso de letras permite
seguir a trajetéria do desenvolvimento de um pensamento algébrico.’

A critica mais contundente a estudos que seguem essa tradi-
cao, exemplificada em Harper e Kiichemann, é que ignoram o fato
— que ja indicamos na Introdugéao e anteriormente nesse capitulo
— de que a élgebra, incluindo al qualquer tipo de “calculo com
letras”, é assunto praticamente exclusivo do dominio da escola, e
que € provavel que estudos assim estejam investigando, na verda-
de, um efeito bastante particular: as criancas que ja passaram por
processo de ensino-aprendizagem ligado a um tema deveriam
naturalmente ter mais sucesso em situacOes que envolvam esse
tema. No entanto, a possibilidade de que os resultados indiquem
nao haver progresso em relaciao ao nivel de escolarizacao impossi-
bilita afirmar essa critica de forma mais forte apenas com base
numa consideracao acerca do que se ensina na escola.

Partindo de uma posicdo semelhante a essa que colocamos,
a pesquisadora australiana Lesley Booth perguntou-se se os erros
cometidos pelos alunos de uma faixa etdria eram de fato efeitos
de um estagio de desenvolvimento intelectual; em termos mais
técnicos, ela resolveu investigar se aqueles erros eram ou nao
resistentes a instrucio.”

O procedimento é facil de entender. Um grupo de alunos foi
testado usando as mesmas questoes de Kiichemann. Identificados
os erros, alguns dos mais tipicos foram selecionados, e desenvolvi-

6. A analise dos resultados é feita primordialmente em torno de seis
categorias: dar valor numérico particular a letra, letra ignorada ou nao
usada, letra usada como objeto, letra como incédgnita especifica (um
ndamero desconhecido, mas particular), letra como niimero generalizado,
letra como varidvel. Essa idéia surge, ao menos em parte, como uma
tentativa de afirmar que a tradicional caracterizacio dasletras em dlgebra,
apenas distintas entre varidvel e pardmetro, nido era suficiente para
entender os processos subjacentes a atividade dos alunos.

7. O trabalho completo estd publicado em Algebra: Children’s strategies and
errors (NFER-Nelson, 1984).



das seqiiéncias didaticas dirigidas especificamente a permitir que
os alunos aprendessem o que aparentemente ndo sabiam. As se-
qiiéncias foram utilizadas, e um pds-teste aplicado para verificar que
tipos de erros persistiram. Resultados claros emergiram, indicando
que alguns dos erros mais tipicamente apontados em Kiichemann,
como erros de desenvolvimento, nao resistiram “a instrucao”.

O caso que se tornou mais conhecido foi o relativo a “nao-
aceitacdo da falta de fechamento”. Essa expressdo se refere ao
momento quando os alunos enfrentam uma questao como,

See+f=8 entdoe+f+g=..7

E, recusando-se a aceitar a expressao “8 + g” como resposta
valida, produzem respostas como “12” (assumindo cada letra igual
a4). A expressao vem, entdo, de que “8 + g” nao é “fechada”, pois nao
corresponde a um tnico resultado: ainda ha “coisas a fazer”. Essa
“nao-aceitacao da falta de fechamento” é uma nogao elaborada pelo
psicologo e pesquisador australiano Kevin Collis, e tomada como
caracteristica de um estagio de desenvolvimento intelectual dentro de
seu modelo. Booth mostrou que essa “nao-aceitacdo” resistiu muito
pouco a instrucao, abrindo caminho para outras criticas.

Para fechar nossas consideragdes sobre essa tendéncia “le-
trista”: a idéia de seguir os passos do pensamento algébrico por
mudangas na notacdo deixa de fora, no caso da histéria, a dlgebra
islamica medieval (a partir de al-Khwarizmi), e quase tudo da
matematica chinesa classica. Em ambos os casos, ainda que por
motivos bastante diferentes, ndo encontramos nem mesmo 0S
primeiros passos dados por Diofanto em relagao a notacdo. No
caso da algebra islamica, porque todo tipo de abreviagao era
estritamente proibida, dado o papel quase sagrado das palavras,’

8. Oquendo quer dizer que outros recursos nao houvessem sido desenvolvidos.
Al-Khwarizmi, por exemplo, faz um magnifico uso dos nameros e de
caracteristicas do sistema decimal para suprir essa impossibilidade.
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e, no caso da matematica chinesa cldssica, porque estando organi-
zada em torno de métodos, preferia recursos particulares em cada
caso, como em relacdo a uma forma de zero que aparece na
resolucdo de “sistemas lineares”, mas nao em outros métodos.”

Essa é uma grande perda, porque o que temos nesses dois
casos sdo conceitualizacdes que nao sdo redutiveis a outras, por
exemplo, a de Diofanto. Nao é possivel ver al-Khwarizmi nem
como uma “evolucdo” em relagao ao trabalho de Diofanto nem
como “contido” em Diofanto. Do ponto de vista da técnica, a dlgebra
de al-Khwarizmi é muito mais pobre do que a aritmética de Diofan-
to, mas o que é feito em al-Khwarizmi nao pode ser encontrado em
Diofanto. Por exemplo: a dlgebra contém, pela primeira vez conhe-
cida, uma sistematizacio da parte “tedrica”, que € apresentada
antes de ser aplicada a problemas particulares (nesse caso, proble-
mas marcadamente praticos), mas na aritmética 0 que encontramos
é uma sucessao de problemas resolvidos, ao longo dos quais técri-
cas diversas vio sendo introduzidas. E ainda: em al-Khwarizmi
associam-se niimeros a grandezas geométricas (segmentos e areas),
como fazemos hoje, mas em Diofanto isso € impossivel; em al-Khwa-
rizmi, fala-se do ntimero , mas em Diofanto isso nao é ntamero. No
livro Em honra do espirito humano,™ o conhecido matematico francés
Jean Dieudonné diz, com impressionante falta de profundidade,
que al-Khwarizmi foi “autor de obras de astronomia e de um
tratado de algebra sem originalidade...” (grifo nosso).

J4 haviamos dito, no comego deste capitulo, que, caracterizar
a atividade alggébrica apenas do ponto de vista de uma descrigao
levava naturalmente a uma associagao imediata a contetidos, e 0
caso de Dietudonné é excelente exemplo disso: a dlgebra de al-

e

Com as aspas em “sistemas lineares”, queremos indicar que essa expressao é
usada apenas para facilitar a leitura. Na matematica chinesa, esse objeto ndo
existe como o constituimos hoje, independente do problema que o origina e
do método que se aplica a sua resolucao.

10.  Pour 'honneur de Uesprit humain, Hachette, 1987.
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Khwarizmi néo tem “originalidade” porque ndo contém nenhum
resultado novo em relacdo aos que vieram antes dele. O que fica
claro é que é preciso ir além de uma caracterizagio superficial.

Temos, até aqui, duas grandes linhas em termos de caracte-
rizagdo da atividade algébrica. Por um lado, aqueles que a carac-
terizam pelo uso de determinadas notagdes e, por outro, aqueles
que a caracterizam pela presenca de certos contetidos (temas). Em
comum, elas tém o fato de que se detém na primeira parte do que
dissemos ser a tarefa de caracterizacdo: detém-se apenas em ofe-
recer uma descri¢do. O que podemos fazer, de imediato, é discutir
até que ponto essas caracterizagdes sdo adequadas.

Ha uma situacao que parece causar problemas para as duas
vertentes que examinamos até agora: se, diante da “conta”,

5+5+5
3

alguém diz, “o resultado é 5”, estamos ou ndo diante de atividade
algébrica? Dos dois pontos de vista, a resposta deve ser “nao”:
nao ha notagao literal (talvez querendo dizer com isso que nao ha
variaveis), e o contetido € tipicamente aritmético e nao algébrico.
Acrescentamos agora a seguinte informagao: a pessoa pensou que
sao quatro cincos, e depois vai-se dividir por quatro, de modo que
uma coisa “compensa” a outra, e o resultado é 5. Mais ainda: se
mil “contas” do tipo,

nvezes
d+a+..+a
n

fossem dadas, a pessoa responderia sempre com base nessa mes-
ma idéia, embora talvez jamais lhe ocorresse explicitd-la nem
muito menos empregar a sofisticada notacao acima. Ainda que
essa pessoa mostrasse ter consciéncia da generalidade do que esta
afirmando, teriamos um problema: a atividade algébrica estava
também 14, quando ela “fazia a conta” usando essa idéia geral, ou
apenas quando ela a explicitava?
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Se a pessoa for um aluno de 4? série, certamente iremos
querer que ela explicite sua consciéncia do fato de que a idéia é
geral, mas se a pessoa for um matematico, é provavel que baste
ele falar dos “quatro cincos” para que nos convengamos de que
ali sempre esteve em jogo o algébrico (por mais elementar que
seja).

Mais adiante, discutiremos essas e outras questoes em de-
talhe, de modo que podemos encurtar um pouco a conversa,
dizendo o seguinte: parece que podemos ter, no minimo, grandes
suspeitas de que as caracterizacdes por contettdo ou por notacao
deixam de fora coisas que gostarfamos de caracterizar como ati-
vidade algébrica.

Podemos ampliar a lista de “contetidos legitimos” da ativi-
dade algébrica, mas, como vemos nesse caso, continuariamos
dependendo de mais informages sobre como a pessoa pensou ou
quem ela é, para que possamos conferir status de atividade algé-
brica a um episodio desses.

Podemos, agora, considerar um terceiro ponto de vista, que
diz que a atividade algébrica resulta da agdao do pensamento
formal." Podemos considerar que o pensamento formal ¢ algébri-
co, caso em que todo o pensamento de alguém que atingiu o
estagio operatério formal constituiria alguma atividade algébri-
ca,' mas isso nos deixa com um horizonte inaceitavelmente am-
plo. Talvez devamos nos restringir, no caso da atividade algébri-
ca, ao pensamento que opera sobre as operagoes (concretas) arit-
meéticas, o0 que nos deixa com a nogdo de algebra escolar como

11.  Como em Piaget, o pensamento formal “Consiste em refletir as operacdes
(concretas), portanto, em operar sobre operagdes ou sobre os resultados e,
conseqiientemente, em agrupar operagOes de segundo grau” (conforme
Battro, em seu Diciondrio terminoldgico de Jean Pinget, Livraria Pioneira
Editora, 1978).

12, Valerie Walkerdine nos chama a atencio para o fato de que, para Piaget,
“matematica é pensamento”.
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aritmética generalizada, e, outra vez, com uma caracterizacdo
dependente de contetidos. Na dissertacio de mestrado de Paulo
Sérgio de O. Neves (defendida na Faculdade de Educacio da USP
em 1995), o leitor encontrara uma afirmacao dessa posicao.

No caso da algebra abstrata, estarfamos ainda pensando
sobre operagdes, sG que agora essas operagOes ja ndo podem ser
chamadas de “concretas”, a menos que, eventualmente, num sentido
de “familiares”, j4 que elas sdo conhecidas nao nos “resultados” que
produzem, mas apenas em suas propriedades operatérias.

Parece-nos que essa abordagem também deixa coisas de-
mais de fora. Por exemplo, se uma crianca de 10 anos resolve uma
equacao, mas fracassa em dar quaisquer sinais de ter atingido o
estagio operatorio formal piagetiano, vamos negar a esse episo-
dio o status de atividade algébrica? O que dizer de Diofanto, para
quem namero, seguindo a tradicao aristotélica, era obtido por
abstracdo, no processo de contar uma colegdo (medi-la com uma
unidade)? Deveriamos dizer que a aritmética nao envolveu ne-
nhuma atividade algébrica? Em seu livro Psicogenesis y histéria de
la ciencia, Rolando Garcia e Jean Piaget negam ao trabalho de
Diofanto o status de “algebra”, preferindo comecar com Vieta;
longe de ser simplesmente uma posicdo mal-informada ou “equi-
vocada”, ela reflete as conseqiiéncias da caracterizacio que aque-
les autores adotam.

Das trés linhas que examinamos até aqui, duas — a que se
centra em conteados e a que se centra em notagoes — parecem
buscar uma caracterizagio que podemos chamar de externalista, ao
passo que a tltima busca uma caracterizacio internalista (embora
ainda na dependéncia de um elemento exterior para tornar-se til).

Ha, no entanto, todo um conjunto de outras abordagens
que poderiam ser agrupadas por uma caracteristica comum:
substituir as descricoes normativas por descrigdes que especialis-
tas (experts) efetivamente fazem. David Kirshner, por exemplo,
sugere que nem sempre interpretamos as operagdes algébricas
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como binarias, e sugere que produzamos — por um exame da
pratica de especialistas — uma nova “gramatica algébrica”; em
particular, Kirshner defende que seres humanos nao processam a
algebra seguindo regras — como faz parecer a visio normativa da
atividade algébrica-—, e, sim, segundo uma atividade de reconhe-
cimento de padroes. Dessa forma, ele argumenta, pode-se enten-
der a aplicagdo incorreta de uma propriedade distributiva como
em “(a + by’ =a” + b*".

Paolo Boero examina a atividade algébrica em termos de
seus processos centrais e, embora haja um componente de “con-
tetido”, este fica implicito: os episédios tratados envolvem sem-
pre um certo tipo de contetido, mas nada se diz sobre esses
processos s6 acontecerem ali. Podemos, talvez, chamar essa cor-
rente de pragmdtica, observando que seus membros estao particu-
larmente interessados em como levar pessoas a aprender a operar
como o especialista opera. Ele se interessa pelos processos de
antecipacao e transformacdo. De forma simplificada, seriam o
processo de decidir que transformacgbes sao requeridas num de-
terminado pontc da atividade algébrica (e efetivé-las) e o proces-
so de antecipagdo, que consiste em “antever” aonde quero chegar,
de modo que as transformagodes aplicadas nao o sac “as cegas”.

Quando dizemos que essas abordagens buscam descrigbes
nao-normativas, estamos querendo dizer que elas se caracterizam
por recusar o texto da matematica académica como referéncia
para o que a atividade algébrica deveria ser — como encontramos
em Piaget, por exemplo, quando ele adota a formalizacdo da
matematica por Bourbaki como ponto de referéncia para suas
estruturas do pensamento —, adotando, em vez disso, a postura
de descrever como essa atividade se da “de fato”. O paralelo que
nos ocorre € com I. Lakatos, que recusa a idéia de que a matema-
tica é produzida na forma de proposi¢des e demonstragoes — a
forma na qual ela é finalmente apresentada —, preferindo dar
conta do processo de geracao mesmo das conjecturas que even-
tualmente se tornardo teoremas.
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No caso de Boero, seu tratamento do assunto emerge do
interesse em produzir uma abordagem flexivel para a educacao
matematica na sala de aula, baseada principalmente em projetos
investigativos, e em sua percepcao de que deve estar disponivel,
para os professores, uma forma de ler os processos em jogo dentro
desses projetos, de modo que possam, mesmo num ambiente “aber-
to”, ler os processos de aprendizagem em andamento. Nisso esta-
mos de inteiro acordo com Boero, como ficara claro mais adiante.

Para os que seguem essa linha que chamamos de pragma-
tica, a atividade algébrica caracteriza-se pela presenca de certos
processos aplicados a certos contetidos. Por exemplo, a antecipa-
cao de que nos fala Boero pode ser encontrada em muitas outras
atividades humanas, sendo parte de um processo mais geral de
planejamento de uma acdo, mas quando aplicada com a intengao
de dirigir transformagdes algébricas, ela adquire caracteristicas
particulares, como, por exemplo, trabalhar sobre a forma das
expressoes em jogo.

E importante notar, por outro lado, que, ao observar e
descrever esses processos e a forma como acontecem em relacao
as coisas da algebra, ndo se esta buscando descrever os “mecanis-
mos mentais” subjacentes a esses processos nem reduzi-los a
processos mais elementares. As vezes, o interesse é produzir uma
descricdo técnica e precisa — como em Kirshner —, as vezes, é
produzir uma leitura da atividade algébrica que inclua tanto
elementos heuristicos (as antecipagdes) quanto elementos “técni-
cos” (as transformacgoes) — como em Boero.

Uma quarta e tiltima visdo que mencionaremos € a proposta
por G. Vergnaud, psicologo francés. Vergnaud elaborou o que
chama de Modelo dos Campos Conceituais, no qual a nocio de
conceito (isolado) é substituida pela de campo conceitual. Um
campo conceitual € constituido por: a) um conjunto de esquemas
operacionais e de invariantes; b) um conjunto de formas notacio-
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nais; e, ¢) um conjunto de problemas que, a um mesmo tempo, sao
resolvidos por aqueles esquemas e dao sentido a eles. Anogao de
campo conceitual desenvolveu-se como uma extensao das abor-
dagens piagetianas, em particular para tentar resolver dificulda-
des percebidas com aquelas. No Brasil, o nome de Jorge Falcao
(UFPe) pode ser identificado como o mais autorizado seguidor da
abordagem desenvolvida por Vergnaud, e o leitor pode interes-
sar-se em consultar, por exemplo, seu capitulo no livro Topicos em
psicologia cognitiva (organizado por Maria da Graga Dias e Alina
Spinillo, Ed. Universitaria UFPe, 1996).

Pode-se falar de um “campo cornceitual da dlgebra elemen-
tar”, mas, sendo uma unidade muito ampla para a investigagao
experimental, Vergnaud e seus seguidores preferem tratar, por
exemplo, de um “campo conceitual das equacdes de 1° grau
(lineares)”. Alguém trabalhando nesse ou em outros campos con-
ceituais da algebra estaria engajado em atividade algébrica.
Deve-se observar que ndo se trata de uma caracterizacao por
conteidos — embora faca referéncia a eles — nem de uma carac-
terizacio por notagdo — embora faca referéncia a ela.

E essencial notar, no entanto, que o modelo de Vergnaud é
normativo, isto é, ele determina um campo conceitual em relagio ao
qual atividades sao propostas e desempenhos considerados. A so-
lugdo (correta) de equagbes lineares so poderia se dar ao colocar em
jogo os elementos de um determinado campo conceitual, e esses
elementos sio certamente os da matemética académica, os signifi-
cados sdo sempre mateméticos, ainda que didaticamente se possa
optar por outras “aparéncias” com as quais tratar da “esséncia”,
como é o caso da utilizacdo de balangas de dois pratos nessa
perspectiva. A nogao de “teorema em agao”, por exemplo, deixa
bem claro esse aspecto do modelo de Vergnaud; se o aluno diz ou
faz coisas “certas”, estas sao vistas da perspectiva de nogdes impli-
citas, e se diz/faz coisas “erradas”, estas sdo vistas como falta de
entendimento ou inadequagao em termos de desenvolvimento.
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Das linhas que examinamos, em relacdo a uma caracteriza-
¢do da atividade algébrica, fica evidente que todas se dirigem, de
uma forma ou de outra, a sala de aula — mesmo no caso do
modelo de Vergnaud, claramente dirigido a fornecer um instru-
mento para a sala de aula, para a assim chamada Engenharia
Didatica —, bastante popular na Franga, e acreditamos que nao
deveria ser de outra maneira. Acontece, no entanto, que esse
olhar assim dirigido a sala de aula resulta em pontos de vista que
dao conta do que € o certo, olhando aquele que ainda nao atingiu
esse ponto ideal sempre da perspectiva da falta. E como se todas
essas abordagens buscassem produzir um “mapa” do que ¢é a
correta atividade algébrica, mapa esse segundo o qual professo-
res e desenvolvedores curriculares se orientariam: os altimos
elaborando maneiras consideradas adequadas de fazer com que
os alunos cheguem a se engajar corretamente no que é tomado
por atividade algébrica (correta), e os primeiros utilizando os
mapas para saber “onde” os alunos estao e o que ainda falta a eles.

Posta dessa maneira, essa caracterizacao de abordagens que
olham pela falta aplica-se ndo s6 a essas visdes, mas a muitas
outras, praticamente todas. O grande problema é o seguinte:
olhamos para o aluno e, se ele se comporta de modo identificavel-
mente correto, sei que “estd 1a”, sei onde ele estd. Mas e se ele se
comporta de maneiras “estranhas”, divergentes em relacao ao
ideal? Onde esta o aluno, entao? Certamente ndo estd em meu
mapa. E pior: entregamo-nos a tarefa de “trazé-lo” para onde
queremos, sem sequer sabermos onde ele esta.

Propostas construtivistas piagetianas, por exemplo, talvez di-
gam que ndo é “ntil” saber onde o aluno esta, ja que ndo é possivel,
de todo modo, “conduzi-lo” no processo de aprendizagem, apenas
estimulé-lo. Essas propostas estariam justificadas, caso se mostrasse
verdaderro que a condugio ndo ¢ possivel, mas o que a pesquisa mostra
é que é possivel e na verdade necessdrio. £ aqui, por exemplo, que se
torna mais visivel a diferenca entre posi¢des piagetianas e vygots-
kianas, mas nac vamos 1os aprofundar nesse tema.
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O que parece ser necessario, entdo, é uma perspectiva de
atividade algébrica que nos permita tanto saber qual é o ideal a
ser atingido quanto ler positivamente o que uma pessoa estd fazen-
do quando se engaja em atividade algébrica de forma “nao-ideal”
(e esse ndo-ideal deve necessariamente ir do quase-ideal ao com-
pletamente “incorreto”).

Mais adiante, introduziremos uma proposta de leitura da
atividade algébrica que atenda a esse importante objetivo, mas
antes devemos examinar de que forma as linhas discutidas nesta
secao se transformam em propostas para a sala de aula.

O As diversas concepgdes da educacdo algébrica

Uma de nossas metas neste capitulo é, aproveitando a rique-
za do trabalho em torno do ensino-aprendizagem da algebra, dis-
cutir também o fato de que propostas para a sala de aula resultam
sempre de visdes do que seja aquilo que queremos promover por
meio do ensino. Uma forma de dizer isso € dizer que propostas
para sala de aula nao sdo nunca “neutras” ou “ingénuas” em
relacio a pressupostos de toda ordem: relativos a natureza de
processos cognitivos, relativos & natureza dos objetos que ali sao
apresentados ou relativos a concepcoes de conhecimento, para citar
apenas alguns aspectos envolvidos. Nao vamos, € claro, escrever
aqui um “tratado” sobre o assunto. O que fizernos dessa discussao,
neste capitulo, serd sempre a servico de nosso objetivo maior, o de
discutir uma abordagem para o ensino-aprendizagem da élgebra.

Podemos comegar nossa discussao pelas tendéncias “letris-
tas”. Alguém que acredite que a atividade algébrica se resume a
um “calculo com letras”, pode propor o que para a sala de aula?
Talvez adote, seguindo algumas péssimas idéias encontradas em
propostas para a educacéo aritmética, a pratica de utilizar a “se-
qiiéncia” técnica (algoritmo)/pratica (exercicios). Com toda a fran-
queza, isso é praticamente tudo que encontramos na quase total
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maioria dos livros didaticos disponiveis no mercado brasileiro, e
essa € uma situagao bastante ruim. O que é, talvez, até pior € que
essa pratica ndo se baseia em investigacao ou reflexdo de qual-
quer natureza ou profundidade, apenas em uma tradicdo, tradi-
cao essa que estudos e projetos de todos os tipos, e por todo o
mundo -— inclusive no Brasil — ja mostraram ser ineficaz ¢ mesmo
perniciosa a aprendizagem.

E preciso perguntar, entao, por que essa pratica ¢ tao popu-
lar — e 0 é, pois de outra forma ndo seriam vendidos tantos livros
que a adotam. Ha a resposta usual , de que muitos professores,
nao estando “preparados”, simplesmente seguem o que 0s livros
oferecem, e que talvez nao conhecam alternativas.

Por um lado, € verdade que ainda precisamos que as edito-
ras e as universidades colaborem mais, para produzir material
que ofereca alternativa ao que domina hoje, mas, por outro lado,
é mais do que provavel que a repeticdo dessa pratica por tanto
tempo, aliada ao fato de que o livro representa uma voz que se
reveste de auforidade, termine por constituir, para a maioria dos
professores, a nocao de que a atividade algébrica é “calculo lite-
ral”, incluindo-se ai “calculos” menos ou mais dificeis — entre
estes tltimos, por exemplo, a resolugao de equagdes, vista apenas
do ponto de vista dos algoritmos.

Ha dois pontos importantes que queremos enfatizar em
relagdo ao que dissemos nos Gltimos paragrafos. Primeiro, que
seria ingenuidade pensar que a enorme aceitacao dessas praticas
“letristas” ocorre apenas por resignacao dos professores: € preciso
entender que elas correspondem bem a uma certa visao da ativi-
dade algébrica, caso contrario, ndo sobreviveriam. Em segundo
lugar, e até como conseqiiéncia do primeiro ponto, é preciso ter
consciéncia de que qualquer proposta de mudanca vai ter de
passar por convencer muita gente de que a atividade algébrica
nao € “calculo literal”, e falamos aqui de fazer bem mais do que
pressiond-los a mudarem a rotina.
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Ainda numa linha “letrista”, mas incorporando outros ele-
mentos, encontramos propostas que afirmam que a capacidade
para lidar com as expressoes literais vem por “abstragao”, por
meio do trabalho com situacoes “concretas”.

Os exemplos dessas abordagens séo vérios e atualmente
bastante populares, por exemplo, o uso de areas para “ensinar”
produtos notaveis:

a b
a |a& ab
b ab b2

Ou o uso de balancas de dois pratos para “ensinar” resolu-
¢do de equagoes.

Preferimos chamar essas abordagens de “facilitadoras”,
mas nao num sentido muito otimista. Se, por um lado, é verdade
que esses recursos parecem amenizar a tragédia que tem sido o
ensino-aprendizagem nas escolas, especialmente por substituir a
prética “letrista” tradicional por algo mais agradavel, por outro
lado, hé diversos problemas. Em um estudo conduzido hé alguns
anos, a pesquisadora inglesa K. Hart e sua colega A. Sinkinson
investigaram o que acontecia quando as criangas passavam de
atividades “concretas” para outras “formais”, mas relativas ao
mesmo contetido. Um dos contetidos escolhidos foi o de solugéo
de equagdes. Para “surpresa” das pesquisadoras, as criangas —
embora achando o material concreto “Gtil” — nao viam relagao
entre o que haviam feito no “concreto” e o que haviam feito no
“formal”. A conclusao de Hart e Sinkinson foi a de que faltava um
material intermedidrio, que “preenchesse o vazio” entre uma
coisa e outra, nas palavras delas.
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Nossa interpretacio desses resultados é diferente. Acredita-
mos que a sugestdo que fica é a de que talvez nao haja mesmo
ligacao entre o que aconteceu no trabalho com o “concreto” e o que
aconteceu no trabalho com o “formal”; talvez sejam, simplesmente,
duas atividades distintas, com seus resultados localizados. O que
pode parecer estranho nessa nossa conjectura é que nos € tao facil
“perceber” que trabalhar com balangas estd “relacionado” com
resolver equagdes: Por que a crianga ndo “perceberia”, ja que foi
capaz de trabalhar nos dois dominios? Mais adiante, exploraremos
melhor essa questao, e mostraremos que ha uma explicagao clara e
simples para o efeito que Hart e Sinkinson detectaram.

As abordagens “facilitadoras” baseiam-se, entdo, na idéia
de que uma certa estrutura que é posta em jogo na manipulagao
de “concretos” é, depois, por um processo de abstracédo, transfor-
mada em “formal”. Nao vamos nos deter na anéalise das diversas
formas de ver os aspectos cognitivos dessa “passagem”; vamos
apenas insistir em que o que essas abordagens tém em comum é
o fato de acreditarem que o que se da no “concreto” é alguma
forma implicita do que se da no “formal”. Como conseqiiéncia, o
trabalho no “concreto” deve preceder necessariamente o trabalho
no “formal”. O trabalho de Z.P. Dienes é um representante sofis-
ticado dessa linha.

Ha um grupo de educadores matematicos que também
tomam como ponto de partida o “concreto”, mas em um sentido

diferente. Para eles o “concreto” é visto como o real, e as ativida-
des propostas sao de investigacao de situacoes reais ou “realis-
tas”."”* Aqui situam-se as propostas baseadas em modelagem ma-
tematica (por exemplo, no Brasil, o trabalho de Rodney Bazanez-

zi) e as propostas baseadas em investigagoes (Paolo Boero na

13. A diferenca é que uma situacio realista é criada com finalidade didatica,
embora buscando 0 méximo de semelhanga com o que poderia ser uma
situagdo real. No outro caso, a situacao é tomada do préprio cotidiano dos
alunos (situagdes vividas, jornais, revistas ou TV, por exemplo).
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Italia, Alan Bell na Inglaterra, e Jan de Lange na Holanda). De
acordo com essas perspectivas, a educagdo algébrica se dé na
medida em que a produgao de conhecimento algébrico serve ao
propésito de iluminar ou organizar uma situagao, como uma
ferramenta e nao como objeto primario do estudo. Num pais
como o Brasil, no qual a visao dominante é a “letrista”, essas
abordagens sofrem séria resisténcia: o “resultado” do processo de
ensino-aprendizagem néo é imediatamente visivel nem direta-
mente dirigido as técnicas algébricas mais sofisticadas.

Em relacio a caracterizagao da atividade algébrica, ndo ha
uma visdo comum a todas essas abordagens, o que deixa‘ a vista
que é possivel que o fator que primeiro identifica uma hnl‘1a na
educacio algébrica ndo seja aquela caracterizacdo: € preciso 1r
além da primeira impressao para identificar diferengas entre pro-
postas similares.

J4 falamos de Boero. Para Bell e para de Lange, a ativic/lade
algébrica é caracterizada por conteados — ”faz.er ou usar a%ge-
bra” —, embora na perspectiva deles seja menos 1mporta,nte. dlfer
se a pessoa estd ou ndo engajada em uma “atividade algebp.ca , €
mais em fazer com que os alunos se tornem capazes diutlhzar a
matematica como recurso para “organizar o mundo”.” Para Ba-
zanezzi, a caracterizacdo € por contetidos, mas nao no sen’tid'o d:e
que uma dada situagdo admita somente ”investigagéo algebrn,:a :
se o modelo é algébrico, entao, ha atividade algébrica; o foco é na
motivacido que a modelagem oferece e na possibilidade de os
alunos se tornarem capazes de “aplicar” o que aprendem.

De modo geral, essas abordagens tém em comum o fato de
= 14
propor que os alunos aprendam “em agao”, um avango bastante

14. Ha varios anos, Alan Bell trabalha, com seus colegas do Shell Ceqtre for
Mathematical Education, em um projeto dirigido a produzir mater‘lal que
permita aos alunos se tornarem conscientes dos processos envolvidos na

atividade matematica, em particular na tomada de decisoes em situagoes
investigativas.
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significativo em relagio ao que é hoje dominante no Brasil e em
outras partes do mundo, a préatica de “técnica/ exercicio”.

Um argumento dos que se opdem a propostas como as de
Boero, Bell e de Lange, é que o professor nio estaria qualificado
para adoté:las. Esse argumento ¢é falso, mas por um motivo nada
evidente. A primeira vista, parece ser verdade que o professor
I/)recisaria ter formacao e experiéncia excepcionais, mas o que nao
¢ bem compreendido é que faz parte integrante dessas propostas,
que o professor também esteja se engajando em um processo aberto,
€ nao apenas os alunos. Em outras palavras: néo se espera que o
professor domine completamente todas as possibilidades que pos-
sam surgir em uma situacao investigativa, e, sim, que ele mantenha
sua atengao no processo e de forma intelectualmente honesta, de
modo que o que ele ndo souber (ou ndo entender) se torne motivo
para aprender e nao uma “falha”, como se costuma considerar.

Examinemos a visdo de educacio algébrica ligada ao que se
convencionou chamar de “algebra como aritmética generalizada”.

Historicamente, os expositores mais sistematicos dessa pro-
posta sao os membros de uma equipe da Open University, da
Inglaterra, liderados por John Mason. Essa equipe produziu o
livro Roots of/routes to algebra (Raizes da/caminhos para a dlgebra), no
qual a idéia central € a de que a atividade algébrica se caracteriza
pela expressio da generalidade. Essa generalidade se refere, por
exemplo, 4 relagéo entre o niimero de ladrilhos brancos e pretos
num padrdo geométrico:

B=2P +6
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Um aspecto-chave dessa abordagem representada pelo
grupo da Open University é que a tendéncia “letrista” é de certa
forma compensada por uma preocupagdo com a “linguagem
algébrica” como meio de expressdo, e ndo apenas como objeto a que
se aplicam técnicas diversas. Como em outras abordagens de
origem britanica, a preocupacdo maior nao € com uma delimita-
cao precisa do que é tratado em cada atividade proposta, e, sim,
com o envolvimento dos alunos, ativamente, na organizacao de
dados e no estabelecimento de relacbes, e na procura, quando
necessario, de maiores recursos técnicos.

Quanto a abordagem sugerida pelo modelo de Vergnaud,
acreditamos que € suficiente dizer que, em linha com a Engenha-
ria Didatica francesa, trata-se de propor aos alunos segiiéncias
didaticas, cuidadosamente elaboradas para que se possa tratar de
todos os aspectos considerados relevantes em relagdo a um tema.
No caso das equacodes lineares, por exemplo, seriam considerados
os conceitos de equacdo e de incognita, o significado do sinal de
=, a “homogeneidade” da equagdo com respeito a unidades de
medida — aspecto ligado a problemas contextualizados —, e o
que eles chamam de “comportamento de desvio” — ligado a
“esquecer” o problema original e operar apenas com simbolos,
sem se preocupar com “significados” para eles.

Embora naturalmente substanciada por resultados de pes-
quisa, € interessante observar que nado é facil perceber em que
uma proposta como a colocada por Anibal Cortez — colaborador
de Vergnaud — difere substancialmente de propostas tradicio-
nais bem organizadas. Isso poderia sugerir que a pesquisa é
inatil, mas ndo € esse o caso. O que um modelo como o de
Vergnaud traz — e que acreditamos devesse ser melhor explora-
do em propostas baseadas nele — é a complexidade do fendme-
no, tornando inseparaveis aspectos como a notacao e os conceitos,
e enfatizando, por exemplo, que sao problemas que permitem que
se produza significado para aqueles, e vice-versa.
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‘ Em relagdo a visoes de educagéo algébrica, paramos por
aqui. Nao esgotamos o assunto, nem em extensao nem em pro-
tundidade, mas julgamos que ja temos o suficiente para o leitor
certificar-se de que hd uma grande variedade de abordagens e de
que essas abordagens correspondem a visGes do que seja a ativi-
dade algébrica e a toda uma gama de outros pressupostos, por
exemplo, referentes ao papel da educacao matematica escolar na
formacao global dos estudantes. Acreditamos que outras aborda-
gens — das quais ndo falamos —, ndo tém diferencas tdo grandes

em relacdo as apresentadas, de modo que nao valeria a pena
tomar mais espaco com elas.

W Uma outra leitura da atividade algébrica

Quando olhamos para os distintos tipos de caracterizacdo
dg atividade algébrica, encontramos desde a rigidez das caracte-
rlzagées .”Puras” por conteados até uma certa despreocupacao
em identificar, do ponto de vista do contetido, que tipo de ativi-

dfade matematica particular estd acontecendo: basta que seja ati-
vidade matematica, rica e flexivel.

-

) E certo que, tratando-se da educagido matematica escolar
nao podemos esquecer de que ha um saber institucional do quai
esta deve também se ocupar. Se ha propostas de educacao algébri-
Ca que parecem nao se preocupar com isso, é apenas porque seus
_def?nsores acreditam que, a0 longo de um certo tempo, esse saber
Institucional tende a aparecer, “naturalmente” oy por direciona-
mento do professor, por meio da escolha das tarefas.

Unl outro aspecto comum a quase todas as propostas para

a educagdo algébrica, é que a atividade algébrica s6 é possivel de

forrza tardia, em termos de idade. Essa crenca, por vezes, apGia-se
na idéia de que ela r “ Ori

q equer “pensamento operatério formal”, por
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outras, apdia-se na idéia de que é preciso primeiro aprender arit-
mética, e esta tomaria, entdo, os primeiros anos da educacao
matematica formal.

Vamos agora apresentar argumentos e evidéncias, mostran-
do que a idéia de uma iniciacao tardia a atividade algébrica é
equivocada e indesejavel; no caminho, iremos apresentando nos-
sa visao do que seja a atividade algébrica.

Podemos comecar retomando certas consideragbes que fi-
zemos no capitulo introdutério. L4, discutimos o fato de que a
propria atividade aritmética envolve, naturalmente, um certo
nivel de generalidade. Ha cerca de dez anos, David Wheeler ja
apontava para esse fato. Quando dissemos que a diferenca entre
algebra e aritmética era de tratamento, de foco, estdvamos suge-
rindo nao apenas que uma se beneficia da outra, como também
que uma depende da outra. O problema que aparece em tal formu-
lagao é o tradicional “do ovo ou da galinha”: Por onde comeca-
mos? A “sabedoria” tradicional, o senso-comum da educacdo
matematica, diz, como ja sabemos, que é “6bvio” que comegamos
pela aritmética. Parece-nos, no entanto, que nao ha nada de 6bvio
nessa afirmacdo: como no caso dos estudos de Kiichemann e de
Harper, o 6bvio aqui ndo parece ser mais do que tradigao vestida
de razao. O que precisamos fazer é entender de que modo algebra
e aritmética se ligam, o que elas tém de comum. Feito isso, tere-
mos encontrado uma verdadeira raiz, o que nos permitira repen-
sar a educacao aritmética e algébrica de forma tnica.

Foi exatamente pensando nessa questio que o educador
russo V.V. Davydov formulou um importante ponto com relagao a
atividade algébrica: esta tem seu ponto de partida na atividade de
lidar com rela¢bes quantitativas. Posto dessa forma, pensando em
“ponto de partida”, estarfamos talvez confinados & algebra dita
escolar, mas iremos, mais adiante, mostrar que isso nao é verdade.

O importante aqui é entender que Davydov estabelece, com
essa afirmacao, o fato de que, para ser capaz de resolver o mais

113



simples dos problemas “aritméticos”, a crianga precisa também
lidar — de forma tematizada ou ndo—, com as rela¢oes quantita-
tivas envolvidas.

Um exemplo: diz-se a uma crianca de 7-8 anos de idade,
que, em um estacionamento, ha carros e caminhdes, num total de
13 veiculos, e que os carros sdo 5. Quantos sao os caminhodes? A
crianga calcula, seja por que método for — contagem, algoritmo
escrito —, que sdo 8 os caminhoes. O que ela faz é tirar dos 13
veiculos os 5 carros. Por qué? Essa pergunta nos leva a duas
conclusdes importantes. Primeiro, a crianga deve necessariamen-
te ter lidado com a relacdo geral de todo-parte envolvida na
situacgao (“se do todo tiro uma das partes, o que sobra é a outra
parte”) e, segundo, e igualmente importante, a logica da operacao
(aritmética) realizada € uma légica de todo e partes: é esta que
justifica aquela. Essa segunda conclusao pode parecer redundan-
te, mas ndo é. O que é importante, aqui, € enfatizar que foda
operagdo € realizada sequndo uma logica, e que é essencial mvestigar
essas logicas se queremos entender as formas de pensar de nossos alunos.

~ Voltando ao exemplo, o ponto-chave elaborado por Davy-
dov € que, se falamos de quantidades especificas, € natural que os
alunos voltem sua atengao para elas, mas se, em vez disso, fica-
mos com a situagao genérica, é razoavel que os alunos se voltem
para ela.

E essencial estabelecer, de forma clara, a distin¢do entre
“genérico” e “generalizado”. A situacdo “generalizada” emerge
quando os alunos passam a falar do que é comum a um conjunto
de casos particulares (como no padrao de ladrilhos pretos e bran-
COs), a0 passo que a situagao “genérica” emerge quando tratamos
diretamente daquilo que é geral numa situagdo, sem a intermedia-
gao dos casos particulares. Isso nao quer dizer, é claro, que a
situacao genérica se constitua independentemente de qualquer
caso particular (embora isso nao seja nada improvavel ou impos-
sivel!), e, sim, que, no interior da atividade, a atencao é diretamente
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dirigida ao que € geral, e ndo ao processo de “generalizagao”.
Freudenthal ja indicou que, muitas vezes, ndo se atinge a genera-
lidade pela generalizagéo.

Podemos pensar em exemplos ndo-matematicos.

Quando olhamos para nuvens no céu, por exemplo, para
tentar saber se vai ou ndo chover, e que tipo de chuva seria —
tempestade ou chuva “calma” —, ndo recorremos explicitamente
a nossa experiéncia anterior com nuvens — embora essa seja em
geral relevante. Essa experiéncia se transforma em “regras” pra-
ticamente (“na pratica”) independentes dos casos anteriores, e
nossa atencgdo é diretamente focada em comparar as nuvens de
agora nao com as que ja vimos antes, mas, sim, com as “regras”:

nuvens escuras = grande probabilidade de chuva

Ignoramos as particularidades, os muitos dias em que as
nuvens estavam até mais escuras do que hoje, mas nao choveu.
Talvez haja um argumento “estatistico”: “na maior parte das
vezes...” Talvez haja algo mais.

Se fossemos meteorologistas, é certo que nao olhariamos
apenas para a densidade das nuvens: procurariamos saber da pres-
sdo atmosférica, por exemplo. Mas é exatamente aqui que volta a
idéia de que é apenas no interior de atividades que a natureza de
um procedimento pode ser esclarecida. Se alguém comega a falar
de nuvens e chuva conosco, nesse momento, é pouco provavel que
nossa atencio se dirija a falar de que forma nossa experiéncia
anterior se generaliza em nossa percepgao atual. Mas se, por outro
lado, a conversa se vira na direcao de “causos”, de situagdes espe-
cificas nas quais isto ou aquilo aconteceu, a natureza de nossas
consideracdes muda. £ pouco provavel que alguém mencione,
numa conversa genérica, o fato de ter visto chover sem que houves-
se nuvens acima de sua cabega, mas, numa conversa de “causos”,
essa é uma historia com grandes chances de vir a tona.
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De volta aos carros e caminhdes. Se alguém comega a falar
de casos especificos, é até possivel que a crianga se lembre de um
estacionamento ao lado de sua casa, no qual ndo ha caminhoes...
Mas se a conversa € dirigida a essa situagdo genérica (e dada), é
como se entradssemos no mundo do faz-de-conta, e o que passa a
interessar é a fala a respeito do que pode ser dito de forma genérica
sobre tais estacionamentos. Por exemplo, é obvio que, juntando
carros e caminhdes, teremos todos os veiculos, e ndo seria jamais
estranho escrever:

C+A=V

O que € que justifica essa afirmacio? Talvez seja o diagrama,

ou um similar.

De toda forma, é ébvio. Se usamos “A” para caminhdes —
poderia ter sido qualquer outra letra — o problema a ser resolvi-
do é que “carros” e “caminhdes” comegam com a mesma letra.

As obviedades podem continuar:
V-C=A

j& que € ébvio que, se do todo retiramos os carros, sobram... 0s
caminhoes! E, por um motivo totalmente similar,

V-A=C
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Esse pequeno exemplo, de carros e caminhdes, é exatamen-
te o principio de uma atividade desenvolvida por Davydov. A
situagao é apresentada aos alunos, que séo entao levados ao tipo
de “conversa” descrito. A notagdo pode logo ser sugerida pelo
professor — e deve, a menos que algum aluno o faca —, mas ha
sempre espaco para discutir, por exemplo, a escolha das letras, e
para discutir o significado dos sinais =, - e +.

Vamos nos deter um pouco e examinar melhor o que pode
estar acontecendo aqui. Sao varios os pontos de grande importancia:

1) Ao introduzir a notagao “algébrica” e o diagrama todo-
partes, o professor coloca, de imediato, sua intengéo de
que os alunos trabalhem com eles, isto é, que o utilizem
para expressar coisas. A visao mais popular hoje de que
essa notacdo “oficial” deve desenvolver-se lentamente,
e com base nas notagdes particulares dos alunos, justifi-
ca-se no interior de uma tradigdo segundo a qual o
desenvolvimento intelectual — e, portanto, a aprendi-
zagem — da-se “de dentro para fora”. O trabalho de
Davydov, completamente inserido na perspectiva de
Vygotsky, parte de pressupostos bastante distintos: a
constitui¢do das formas tipicas do pensamento huma-
no da-se primeiro no plano social, e apenas depois no
individual, a0 mesmo tempo em que o dominio de
formas simboélicas passa por uma etapa na qual o
sujeito as utiliza de maneira bastante “superficial”."

15. A discussdo desta tltima afirmacéo néo € de todo simples, mas podemos dar
um exemplo: Vygotsky mostrou, por exemplo, que primeiro as criangas
utilizam as palavras com um papel “indicativo”, o que permite um certo tipo
de interacdo com os outros, e depois 0 uso dessa palavra vai adquirindo outras
caracteristicas. E preciso entender, aqui, o papel da autoridade do outro nesse
processo: € o outro que dé legitimidade para esse uso “mal compreendido,
mas correto”, e é para falar para o outro que primeiro aceitamos aderir a esse
uso. Mais adiante, iremos ver de que forma esse mesmo mecanismo se aplica
a situagdes mais complexas, nas quais a unidade ja ndo é a palavra.
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Juntos, esses dois pressupostos explicam porque a
introdugao da notacdo pelo professor nao é indevida.

2) De que € que as criangas estao falando? Davydov chama

essas expressdes — “C + A = V”, por exemplo —, de
relagoes quantitativas, mas essa denominacio precisa ser
entendida corretamente. Para as criancas, “C” ndo é “o
namero de carros”, e, sim, “0s carros”. E provéavel que, se
elas pensassem em “niimero de carros”, tivessem dificul-
dade com a situagdo, pois niimeros aquela altura sdo
sempre nimeros particulares. O que permite que elas pro-
duzam significado para aquelas expressoes € exatamente
o fato de que carros e caminhdes podem ser juntados e
separados: ¢ essa a l6gica das operagdes. Quando Davydov
fala que ali estdo relagdes quantitativas, € porque ele acre-
dita que implicitamente as criangas estao lidando com
quantidades num sentido préximo de “naimero”, mas nos
discordamos dessa anélise. Preferimos dizer que as crian-
cas estao produzindo significado para aquelas expressoes,
mas nao um significado numérico; elas nao véem ali “con-
tas”, e os objetos com que operam nao sdo niimeros. Duas
coisas, no entanto, sao certas: primeiro, nds Somos capazes
de produzir significado numérico para as expressoes, e,
segundo, os alunos e nés concordamos que aquelas ex-
pressoes estdo corretas (sao adequadas, podem ser ditas).

3) Ha um niicleo em relacao ao qual um significado é produ-

zido para cada uma das expressoes, e nesse caso podemos
pensar no niicleo como sendo constituido pelo diagrama
todo-partes correspondente. Mais importante é o fato de
que se estabelece, entre as trés afirmacoes — “C + A=V",
“V-C=A"e"V-A=C"—, umarelagio, ja que significa-
dos sao produzidos com relacao a um mesmo nutcleo. Em
outras palavras, reconhecer que a legitimidade de uma
delas reporta-se ao niicleo pode implicar também a legiti-
midade das outras duas numa dada situagao.

4) O ponto anterior tem pelo menos uma conseqiiéncia bas-

tante importante. O trabalho de diversos pesquisadores,
em particular o de Gérard Vergnaud, a quem ja menciona-
mos, sugere que ha uma hierarquia de dificuldades entre
0s problemas ditos “aditivos” (que envolvem adicao e
subtragao). Por exemplo, problemas como “Joaozinho ti-
nha 5 bolas de gude e ganhou mais algumas, ficando com
12 bolas de gude. Quantas bolas Jodozinho ganhou?” sao
tidos como mais dificeis do que “Joaozinho tinha 5 bolas
de gude e ganhou outras 7. Com quantas ele ficou?”. Nas
linhas da educacao matematica habitual, esses problemas
seriam com toda certeza ensinados em separado, cada um
com sua propria maneira de resolver, e, com toda a certe-
za, 0 primeiro problema seria ensinado por tltimo. Nés ja
apontamos para esse fato: nao seria de se esperar que a
solugao do primeiro problema sé fosse dominada de forma
mais tardia que a do segundo? Esse ndo é um efeito de
seqiiencia instrucional? A abordagem de Davydov nos co-
loca em situacdo bastante distinta. Uma vez explicitada a
afirmagdo “5 + B = 12”, para a qual se produziu significado
em relacao a um nacleo de todo-partes, pde-se imediata-
mente em jogo duas outras afirmagoes: “12-B=5" e “12-7
=B”. Ja mostramos de que forma a existéncia desse nticleo
comum € fundamental aqui. A solugao do primeiro proble-
ma nao é imediata, mas a passagem da afirmagio que o
constitui para a afirmagio que o resolve ndo deveria apresen-
tar problemas: o que guia a escolha, o que caracteriza o
processo de antecipacao (como diz Boero), € o fato de que
procuramos uma afirmagdo legitima e que nos indique um
calculo a ser feito.

Em outras palavras, do ponto de vista da proposta de
Davydov, a hierarquia entre problemas aditivos — caso ela
exista— € bem mais fraca do que sugerem estudos anterio-
res, e esse € um importante ponto para ser investigado.
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5) Davydov enfrentou, dentro das escolas, resisténcia dos
professores a suas propostas (“é muito dificil para as
criancas”), apesar de ele ter mostrado experimentalmente
que isso era falso. Como dissemos, as concepcdes que
professores tém a respeito da educagdo matemaética sao
bem mais do que simples “resignacao” diante da auséncia
de alternativas: elas estao solidamente constituidas na
pratica desses profissionais. Nossas investigacdes e a de
outros (por exemplo, Miriam Wolters, da Holanda) mos-
tram que essa resisténcia se deve, na maior parte, a dificul-
dade dos professores em adotar uma nova perspectiva,
diferente de “da aritmética para a dlgebra”, ou “aritmética
€ concreta, 4lgebra é abstrata (ou formal)”.

6) O trabalho de Davydov mostra ainda que tematizar a
légica das operagées subjacente a uma atividade ndo é
necessariamente examinar o particular para abstrair o
geral. Como Freudenthal indicava, e insistimos, “E pos-
sivel atingir a generalidade diretamente, sem que haja
generalizacao”. E por isso que fazemos questio de esta-
belecer uma diferenga entre o genérico e o generalizado. O
que a proposta de Davydov mostra é que aquela tema-
tizagao trata de tornar legitimo falar sobre a situacio gené-
rica: isso ndo resolve nenhum problema (particular),
mas € de interesse na sala de aula.

Haviamos dito que o trabalho de Davydov estabelece uma
raiz comum para a dlgebra e a aritmética, e é importante explicitar
que esta raiz comum € o trabalho com relagbes quantitativas.
Observamos também que, para os alunos, nao se tratava de “na-
meros”. Isso nos traz a um passo importante: vamos, sim, dizer
que os alunos estdo trabalhando com relagoes quantitativas, mas
tendo clareza de que afirmar isso quer dizer apenas que para nds
pode-se produzir significado numérico para aquelas afirmagdes. A
um mesmo tempo, isso nos permite identificar com clareza obje-
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tivos instrucionais bem mais importantes do que “contetidos” —
por exemplo, tornar possivel que os alunos venham a dominar
um certo tipo de pensamento, certas formas de produzir signifi-
cado —, e nos permite falar dos significados que os alunos estao
efetivamente produzindo — isto é, onde eles estao.

Na base desta nossa abordagem, esta a nogao de que para
uma mesma afirmacio é possivel produzir distintos significados,
0 que implica que ndo basta que os alunos enunciem as mesmas
afirmac6es que nds: continua sendo necessario investigar os signifi-
cados produzidos. Isso derruba de forma categérica as posicoes
“letristas”, e revela que as posicgoes “facilitadoras” ignoram o fato
de que produtos notaveis como areas e como manipulagao sim-
bdlica guardam em comum apenas o texto da afirmagio, mas nao
a justificacdo que torna sua enunciacao legitima. Em outras pala-
vras, de dreas para pensamento algébrico ou de balancas para
pensamento algébrico ha rupturas, e ndo “abstracdo” ou “passa-
gem”. Isso ficard bastante claro um pouco mais adiante.

Antes de avancarmos, gostariamos de comentar sobre como
Davydov via a relacao entre sua proposta e a aprendizagem da
aritmética.

Para Davydov, esse seu trabalho com criangas bastante jo-
vens langava as bases para um estudo mais sélido da aritmética. Por
exemplo, a adicao e a subtragdo eram vistas, desde o inicio, como
operacdes inversas, mas também a multiplicacao e a divisao; fracoes
emergiam no contexto de divisdes, e eram trabalhadas junto com
estas, desde muito cedo. A idéia é que, em vez de pensar em uma
aritmética de contas particulares, que depois seria “generalizada”
em direcdo a dlgebra, ele via uma aritmética que “punha em agéo”,
em casos particulares, as propriedades de um sistema mais amplo,
desenvolvido com base no estudo de relagées quantitativas.

Talvez o leitor fique um pouco — ou muito! — chocado com
essa total inversdo, mas a crédito de Davydov existe ndo apenas
o0 sucesso que ele e sua equipe tiveram, trabalhando com criangas
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de até 7-8 anos, mas também o fato de que sua proposta emerge
com base nas reflexdes tedricas e no trabalho experimental da
forte escola soviética, iniciada por Vygotsky. Mais recentemente,
estudos em uma direcao semelhante foram feitos por outros pes-
quisadores (M. Wolters, na Holanda; R. Lins, no Brasil), confir-
mando que a perspectiva de Davydov é perfeitamente adequada
para alunos bastante jovens.

Q Estendendo a abordagem de Davydov

O que emerge com forca da abordagem de Davydov é que
h& uma diferenca entre resolver problemas (particulares) e falar
sobre caracteristicas (genéricas) de uma dada situagao, por mais
particular que ela seja. A palavra-chave € “falar”.

Jerome Bruner, tomando emprestada uma idéia da lingtiis-
tica, sugere que a fala da pessoa que resolve um problema tende
a explicitar o “novo” e asilenciar o “dado”. Dessa forma, enquan-
to resolvemos um problema, “falamos” as coisas que estamos
tentando entender ou descobrir, mas silenciamos as coisas que
tomamos como certas, como dadas. O insight que essa compara-
cdo nos traz é que, enquanto a atividade de resolver problemas
tem seu foco no “novo”, a tematizacao da Idgica das operagées que
mencionamos mais acima tem seu foco exatamente no “dado”.
Essa é a perspectiva que estabelece, definitivamente, nossa afir-
macio de que a atividade algébrica e a atividade aritmética acon-
tecem juntas, embora em planos diferentes.

A principal caracteristica da atividade proposta por Davy-
dov é que nela uma situagio é proposta, e 0 que se segue € que as
pessoas falam sobre aquela situagao. Por ser genérica, 0 NOVO nao
se refere a valores ou respostas “particulares”, e, sim, a novas
coisas que se pode dizer sobre aquele tipo de relagdo quantitativa.

122

O que parece ter escapado a ele, no entanto, é que relagdes
quantitativas podem ser tratadas produzindo significado em re-
lagao a muitos tipos diferentes de niicleos. Por um lado, é inegé-
vel que um nicleo de todo-partes seja uma ferramenta extrema-
mente poderosa, e que deveria estar tematizada por todos os
alunos desde muito cedo. Por outro lado, é também verdade que
outros nticleos ndo sao redutiveis a esse, e que hé afirmagdes —e,
portanto, problemas — para os quais nao se pode produzir signi-
ficado em relacao a um nticleo de todo-partes.

Um exemplo bastante dramatico surge em problemas nos
quais um dos elementos é um niimero negativo, por exemplo:
“Em um certo jogo, Julia completou 12 pontos em duas jogadas.
Na primeira, ela fez 17 pontos. O que aconteceu na segunda
jogada?” E evidente que uma parte nao pode ser maior do que o
todo, de modo que néao se pode produzir significado em relagéo
a um nacleo de todo-partes. Talvez alguns argumentem que é
possivel, sim, que a idéia de parte pode ser estendida para aco-
modar “partes negativas”. E verdade, mas isso implicaria a subs-
tituicdo do diagrama como ntcleo pelas trés afirmagoes basicas
como nucleo: “C+ A=V, "V-C=A"e"V-A=C"0
fundamental é que, embora pareca 0 mesmo nticleo, nao é, nao sé
em sua forma superficial, mas em suas caracteristicas mais fortes: o
nucleo do diagrama, por exemplo, nos diz quem sdo os objetos
(todo e partes), e daf tiramos seja 14 o que vamos dizer sobre essas
coisas, a0 passo que o nicleo das trés afirmagoes nos diz como
aquelas coisas se comportam, que propriedades tém, embora nao
nos digam o qué elas sejam (todos, partes ou outras coisas). Dize-
mos que nacleos como os do diagrama sao ontoldgicos, a0 passo
que nucleos como os das trés afirmacdes sao simbdlicos, seguindo
a excelente sugestao de Jacob Klein, feita em relacdo a matematica
grega classica, classificada por ele como completamente ontologi-
ca, em oposicao, por exemplo, a dlgebra de Vieta, dita simbdlica.

Vamos tomar de Davydov, entao, a idéia de falar sobre uma
situacdo dada, mas levando em conta um fator crucial, em nosso
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entender: vamos tratar diretamente os significados sendo produ-
zidos, e vamos explorar esse aspecto profundamente.

Uma atividade que desenvolvemos para isso € chamada de
“tanques”. O seguinte texto é apresentado:

Estes dois tanques sao iguais.

Para encher o tanque da esquerda s&o
precisos mais 9 baldes. Para encher o da
direita, sdo precisos mais 5 baldes.

O que vocé pode falar sobre essa situagao?

Os alunos podem comegar dizendo, simplesmente, que “no
da direita ha mais d4gua do que no da esquerda”; essa é a afirmacao
C - Ay Usamos também o “C” para indicar que essa € uma
crenca-afirmacdo, isto é, que os alunos estao enunciando algo que
acreditam ser correto. Perguntamos, entao: “O que é que garante
que vocés sabem que podem dizer isso?” Podemos imaginar, de
imediato, pelo menos duas justificacoes:

J1aA—"Podemos ver, no desenho.”
JiB—"Porque falta mais para encher o tanque da esquerda (9
baldes) do que para encher o da direita (apenas 5 baldes).”

Se olharmos apenas para a afirmagio, devemos dizer que
nos dois casos as pessoas tém o mesmo conhecimento, o de que “no
da direita ha mais 4gua do que no da esquerda”, mas se conside-
ramos também as justificacdes, vemos que isso ndo € verdade. Os
objetos em jogo em cada caso sdo distintos: em J;a podemos dizer
que sa@o objetos “visuais”, e que o que domina € a percepgao do
desenho, ao passo que no segundo caso os objetos sdo a dgua em
cada tanque e baldes (de dgua).
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E facil também perceber que a I6gica das operacdes é distinta
em cada caso, basta pensar na seguinte crenca-afirmacio:

C-A2 —"Se acrescentarmos dois baldes de 4dgua no tanque da
esquerda, ainda assim vai haver menos dgua do que no
da direita.”

E possivel produzir uma justificacio similar a Jig,

JoB —"Se acrescentarmos dois baldes de dgua no tanque da
esquerda, vao ficar faltando 7 baldes para enché-lo, e no
da direita faltam apenas 5 baldes.”

mas uma justificacio completamente similar a J14 ja nao é possivel,
pois nao ha como estimar diretamente quanto um balde a mais
faria o nivel de um tanque subir. E preciso insistir que o leitor seja
cuidadoso e nao tente introduzir novos objetos de forma “disfar-
cada”: seria possivel fazer essa estimativa dividindo a diferenca
entre os niveis em quatro partes, mas isso requer operar com o
fato de que faltam 9 baldes de um lado e 5 do outro, introduzindo
novos objetos.

E também possivel considerar que o desenho pode ser
(muito) impreciso, mais um diagrama do que uma representagao
realista da situagao, e que nesse caso poderiamos chegar a algu-
mas conclusées bastante estranhas:

} 5 baldes?

4 baldes {
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Ha& dois pontos importantes. Primeiro, como no caso da
atividade de Davydov, é possivel produzir significados distintos
para uma mesma crenga-afirmagio, 0 que mostra a necessidade de
conhecer esses significados. Segundo, a producao de significados
envolve ntcleos e 16gicas das operagdes realizadas; no caso, te-
mos um nacleo constituido pelo desenho como representacao
realista de uma situacdo e outro constituido por certas relacoes
dadas no texto apresentado — com ou sem um papel relevante do
desenho como diagrama.

Devemos tratar da notagdo, o que é feito introduzindo letras
para designar o tanto de d4gua em cada tanque, por exemplo X e
Y, como foi sugerido por alunos em uma classe de 62 série:

-

Introduzida essa notagdo, e “b” para “balde”, C- A;e C- A,
podem ser escritas como:

C-Al _uX < Y//
C-Ay—"X+2b<Y”

Segundo nossa experiéncia, esse passo nao apresenta difi-
culdades para alunos de 62 série; o que se realiza aqui, na verdade,
é apenas a legitimacao desse tipo de notacao nessa atividade.
Como ja haviamos comentado com relagdo a Davydov, a introdu-
gao dessa notacao pelo professor é correta, uma vez que um de
nossos objetivos importantes é que os alunos se tornem capazes
de produzir significado para esse tipo de texto.
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Outras crencas-afirmagoes, com suas justificacies, sdo gera-
das, por exemplo:

CA3—"X+4b=Y"
J3—"Se juntarmos 4 baldes a X, ficarao faltando 5 baldes do
lado esquerdo, que é o mesmo que falta do lado direito.”

CA4—"Y -4b = X"
Ja —"Se retirarmos 4 baldes de Y, ficarao faltando 9 baldes do
lado direito, que é 0 mesmo que falta do lado esquerdo.”

Ja dissemos que a I6gica das operagdes, prépria da producdo de
significados em relagdo a um certo ntcleo, imprime certas caracte-
risticas ao que pode e ao que nao pode ser dito, mas também faz com
que certas crencas-afirmacdes estejam mais “distantes” do nucleo que
outras. C - Az e C - Ay, por exemplo, sdo bastante “naturais” em
relagao ao nacleo dos tanques, mas que dizer de,

C-A5—"Y - X =4b"?

Que justificacio pode ser produzida para C - As? Para nés,
pode parecer natural dizer que “se tiramos o tanto de X do tanto
de Y vao restar apenas 4 baldes”, mas para as criangas isso pode
parecer um tanto estranho: como tirar de Y um tanto (X) que nao
conhecemos? Como seria possivel fazer isso “na pratica”? Essa pode
parecer uma questao menor, mas ndo €, e descarta-la como sem
importancia pode levar a um impasse no dialogo com os alunos.

E sem davida possivel realizar a seguinte operacio: retire
um balde do tanque esquerdo e um do tanque direito. Quando o
tanque esquerdo for esgotado, sobrardo 4 baldes no tanque direi-

to, o que quer dizer que a diferenca entre os dois tanques é de 4
baldes.
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Duas coisas sdo relevantes aqui. Primeira, faz parte da logica
das operagoes o fato de que tirar um balde de cada tanque ndo
altera a diferenca entre eles. Segunda, ndo estamos associando “a
diferenca entre eles” a operacdo de retirar diretamente uma quan-
tidade de outra.

Esse segundo ponto é muitas vezes ignorado e achamos
que “diferenca” esta diretamente associada com “subtracio”, es-
pecialmente depois de carregarmos os alunos com exercicios em
que “calcular a diferenca entre dois ntimeros” esta associado com
“subtraia o menor do maior”. Em estudos realizados por um de
nos, muito poucos alunos de 72 e 82 séries, no Brasil e na Inglater-
ra, assoclaram a frase “um dos pedacos de madeira é 28 cm maior
do que o outro”, com expressdes do tipo “a - b = 28”, mesmo
quando trabalhavam com a idéia de que aquela frase indicava
que a diferenca de tamanho era 28 cm. O que esti em jogo aqui é
o fato de que célculos particulares estdo sempre subordinados a
l6gica das operagdes, e a menos que essa légica seja a propria logica
das operagOes aritméticas — caso em que estamos diante de um
modo particular de produzir significado —, nao ha porque assu-
mir que associagdes como essa entre “diferenca” e subtracao”
estejam presentes. Do ponto de vista da sala de aula temos, entao,
duas opgoes para tratar dessa situacdo: uma é introduzir a “dis-
tante” operacdo que mencionamos acima, de ir tirando um balde
de cada lado, e a outra é estabelecer a expressio “Y - X” como
dizendo “a diferenca entre Y e X”, em vez de “Y menos X”, que
nesse contexto pode dizer pouco. A segunda possibilidade nos
parece bastante mais interessante, embora a primeira possa tam-
bém ser explorada.

O passo a seguir, e que diferencia nossa proposta da de
Davydov, é introduzir e explorar um outro modo de produzir
afirmacoOes corretas sobre os tanques, e mostrar que esse outro
modo € verdadeiramente distinto do anterior, no qual os signifi-
cados eram produzidos em relaco ao nicleo da situacio dos
tanques.
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Pedimos aos alunos que pensem no seguinte: Como pode-
mos descrever um processo pelo qual passamos diretamente da
expressao “X + 4b = Y” para a expressdo “Y - 4b = X”? Esse
“diretamente” reflete o fato de que, como vimos, havia sido
produzido significado para cada uma das expressoes “X + 4b = Y”
e Y - 4b = X”, em relagao ao ntcleo dos tanques, e de forma
“independente” um do outro (apesar de o niicleo estabelecer uma
certa ligacao entre a legitimidade das duas expressoes).

E provavel que os alunos digam — como nos casos em que
trabalhamos com essa atividade —, que podemos pensar que
“foram retirados 4b de cada lado”. E importante notar que o foco
agora nao € tanto em que significado essa operagao tem em
relacao ao nuacleo dos tanques: a énfase estd em pensar nas duas
expressoes como objetos, o que quer dizer que agora vamos falar
sobre elas. £ possivel, é claro, considerar que “tirar 4b de cada
lado”, no caso da expressao “X + 4b = Y” pode significar que
tinhamos os dois tanques nivelados — ap6s adicionarmos 4 bal-
des ao tanque esquerdo —, e que agora, retirando 4 baldes de
cada lado, os tanques continuam nivelados, mas no nivel de Y.
Acontece que esse tipo de justificagio nos leva de volta aos signi-
ficados produzidos em relacao ao nticleo dos tanques, e ndo € isso
que queremos. Para por em evidéncia a existéncia de dois modos
distintos de produzir significado, voltamos a tarefa de produzir
crengas-afirmagbes, mas agora os alunos sao requisitados a produ-
zir duas justificacées: uma em relagdo ao ntcleo dos tanques e
outra em relacdo a transformacgao direta de alguma crenca-afirma-
¢do ja estabelecida. No caso de,

C-A4—"Y-4b=X"
teriamos:

JaA —"Se retirarmos 4 baldes de Y, ficarao faltando 9 baldes do
lado direito, que é o mesmo que falta do lado esquerdo.”
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que é idéntico a J4, mas também,

J4B —“Basta retirar 4b de cada lado de X + 4b = Y.”

H& muitas outras aengas-afirmagoes que surgem sem dificuldade:

C-Ae—"Y -2b =X +2b”

com,

J6a —Se retirarmos 2 baldes de Y, ficarao faltando 7 baldes do
lado direito e, se adicionarmos 2 baldes a X, ficarao faltan-
do 7 baldes também.”

ou

JoB —“Basta retirar 2b de cadalado de X + 4b = Y.”

Logo, toda uma série de crengas-afirmagdes (na forma de
expressoes corretas) sao geradas com os dois tipos de justificaces:

C-A7—"Y -1b = X + 3b”
C-A8—"Y -5b = X - 1b”
c-a9—"Y +2b =X +6b”

Como ja comentamos, sao sempre justificacbes diferentes
para a mesma crenga-afirmacdo, e, portanto, sao diferentes conheci-
mentos. Mas, em relacao a que nticleo foi produzido o significado
gerado por, por exemplo, Ji? O nucleo € exatamente o que se
constitui no momento em que a propriedade “tirar o mesmo dos dois
lados gera uma nova expressio correta” é aceita como vdlida.

Ha dois aspectos cruciais nesse processo. Primeiro, € a in-
tervencao legitima do professor que abre a possibilidade de cons-
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tituir um novo nicleo, um processo que deve ser negociado com
os alunos, isto é, eles devem ver como legitimo operar em relagao
a esse novo ndcleo, e nisso o papel do professor — como autori-
dade e como interlocutor — é fundamental. Em vez de tentar
“escorregar suavemente” para um novo modo de produzir signi-
ticado, como se tudo fosse o mesmo de antes, e, portanto, deixan-
do o aluno com a sensacdo de que ele deve “descobrir” como as
coisas se passam “de fato”, o professor torna explicita sua inten-
céo de tentar algo novo e diferente do que se fazia antes.

O segundo aspecto, e que torna possivel o processo indica-
do no paragrafo anterior, é que as expresses que serdo objeto das
transformagoes jd sio objetos, isto é, ja se produziu algum significado
para elas. Esses significados foram produzidos em relagdo ao nu-
cleo — familiar — dos tanques; “familiar” deve ser entendido no
sentido de que os alunos ja tinham recursos para operar naguele
dominio, e 0 que se introduziu foi a legitimidade daquele modo de pensar
naquela atividade.

Vamos explorar um pouco as conseqiiéncias do que vimos
até agora.

Por um lado, fica claro que tanto as abordagens “letristas”
quanto as “facilitadoras” estdo, cada uma a seu modo, profunda-
mente equivocadas. As “letristas”, por ignorarem completamente
que o “texto em letras” ndo carrega, em si, significado algum, e
que este significado € produzido em relacdo a um ntcleo, e que
via de regra ha muitos significados possiveis; todo “calculo com
letras” esta subordinado a uma Idgica das operacoes, e essa logica
imprime caracteristicas particulares as possibilidades desse cal-
culo. As “facilitadoras”, por ignorarem que a passagem de um
campo semdntico constituido em torno de um nacleo familiar para
um outro campo semantico constituido em torno de um outro
ntcleo — possivel e até provavelmente nao-familiar — nao se da
por “passagem suave”, “abstracao”, “generalizacdo” ou qualquer
outra coisa que sugira que permanece de alguma forma uma
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“esséncia”. Mesmo no caso das abordagens piagetianas, hd um
problema sem solucdo dentro do contexto daquelas teorias: pelo
caminho que estamos propondo, criancas bastante jovens — 22
série do 1° grau, no caso de nossos estudos — sao capazes de
trabalhar com transformacoes diretas, tidas como inacessiveis
para criancas daquela faixa etdria; o problema maior parece ser
que as teorias piagetianas explicam bem um conjunto de dados
experimentais gerados dentro de sua perspectiva (e a partir dela),
mas fracassam em diversas situacdes fora desses dominios."

Um segundo aspecto é que as abordagens “facilitadoras”
ficam agora expostas no que tém de perverso: ao se dar a mudan-
ca de campo semdntico, e se ndo ha explicitacdo desse processo, 0s
alunos ficam a mercé de “adivinhar” o que estd acontecendo, e o
professor fica incapaz de intervir de maneira mais eficaz. Exami-
nemos um exemplo:

16. Nao introduzimos, com esse comentario, nenhum fato novo. Ha todo um
conjunto de experimentos, hoje cldssicos, mostrando que criancas que
fracassam em certas tarefas piagetianas tém sucesso em outras tarefas,
equivalentes (isto é nas quais seria necessario pér em jogo os mesmos
elementos, para uma solugdo correta), e nas quais as condigOes sao alteradas
ligeiramente, mas de forma crucial. Dois exemplos disso sdo os seguintes:
Peter Bryant, criativo pesquisador inglés, trabalhou com criangas que
fracassavam em utilizar uma vara para comparar duas pilhas de blocos, uma
sobre a mesa, outra no chdo. Propds a elas uma tarefa alternativa, em que nao
tinham de comparar duas pilhas de blocos, mas a profundidade de dois
buracos feitos em blocos de madeira. Como os buracos nao podiam ser
avaliados visualmente, as mesmas criancas que antes haviam “fracassado”
utilizavam, com muita naturalidade, a vara para medir a profundidade de
cada buraco e assim poder compara-los. Um outro exemplo é o da
investigacao conduzida por Maria das Gragas B.B. Dias (hoje no programa de
mestrado em Psicologia Cognitiva da UFPe), na qual criangas bastante jovens
eram colocadas diante da seguinte situagdo: “Pedro é um peixinho, e
peixinhos vivem em arvores. Onde vive Pedro?” As criangas respondiam,
naturalmente, que Pedro vivia na dgua, mas se a seguinte introducao era
acrescentada, a situagdo mudava bastante: “Estamos agora falando de um
lugar de faz-de-conta, onde tudo pode acontecer...Pedro é um peixinho, e
nesse lugar peixinhos vivem em &rvores..” A maior parte das criangas
concluia, naturalmente, que Pedro vivia em uma arvore.
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A professora, dona Tania, escreve no quadro a equagao “3x +
10 = 1007, e diz: “Podemos dizer que 3x = 90, ndo podemos?”

Os alunos concordam, e o pequeno Roberto adianta-se em
dizer: “Claro, professora, podemos tirar 10 de cada lado!”

Dai é um passo para concluirem, naturalmente, que x = 30.
Animada pelo sucesso, dona Tania propoe exercicios como licao
de casa, e, empolgada, apresenta entre esses exercicios a equagao
“3x + 100 = 10”, certa de que as recentes ligbes sobre ntimeros
negativos nao terdo sido esquecidas, e que a equagao serd resolvi-
da sem dificuldade: “Afinal, é igual a outra, com excecdo das
contas com nimeros negativos!”

Para surpresa de dona Ténia, na aula seguinte, ninguém havia
resolvido “3x + 100 = 10”, nem mesmo Robertinho, craque (nota 10!)
com os negativos. Perplexa, dona Ténia tenta saber o que houve, e
Roberto diz, imidamente: “Mas essa nao da, professora...”

Nao dé o qué? Eles sabiam o que fazer com “3x + 10 = 1007,
e sabiam fazer as contas com negativos. Nao era s seguir em
frente? Nao, e para entender melhor é preciso examinar 0s signi-
ficados produzidos na aula anterior (o sinal “=" deve ser lido
como “me permite dizer que...”).

PARA DONA TANIA

Crenca-afirmacéio Justificacdo

C-A10T! J10T: ) )
“3x + 10 = 100" = “3x = 90” “Podemos subtrair o mesmo nimero dos
dois lados de uma equacio, e a igualdade
néo se altera.”

C-A1T: jur o ]

“3x = 90" = "x=30" “Podemos dividir os dois lados de uma
equagao pelo mesmo nimero (diferente
de zerol), e a igualdade nao se altera.”
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PARA ROBERTINHO

Crenca-afirmacao Justificacao

C-A10R: J1gR:

“Bx + 10 = 100" = “3x = 90” “E como numa balanca de dois pratos
equilibrada: tiro 10 quilos de cada lado e
continua equilibrada.”

C-A1IR: TR

“3x=90" = “x=30" “O todo ¢ 90, e sdo trés partes iguais.
Basta repartir o0 90 em 3, o que dé 30 para
cada parte.”

Silenciosamente, cada personagem produzia significados di-
terentes para as mesmas crengas-afirmacdes. Superficialmente, eles

estavam concordando, mas, quando a equacdo “3x + 100 = 10” é
proposta, hd um problema para Robertinho e seus colegas:

Mas essa ndo dd, professora...

o que poderia ser “traduzido” (silenciosamente) como,

Nio é possivel produzir significado para “3x + 100 = 10” como
uma balanga de dois pratos em equilibrio...

Para dona Tania, tratava-se sempre de uma igualdade nu-
mérica, e a logica das operacbes aplicava-se igualmente caso os
nameros fossem negativos ou positivos, mas nao para Roberto:
nao é possivel ter 100 mais alguma coisa de um lado, e apenas 10
do outro, e haver equilibrio, e as operacdes legitimas no caso de
“3x + 10 = 100" ndo fazem o menor sentido, porque nao ha sequer
a que aplica-las.

Esse longo exemplo tinha o papel de mostrar no que as
abordagens “facilitadoras” estdo equivocadas. Diante de “3x +
100 = 10” e da demanda da professora para que produzissem
significado para aquele texto, os alunos sao forcados a assumir
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uma responsabilidade que nao lhes cabe: “Que raios ela quer de
mim?” Em outras palavras, o aluno tem de conjuminar sozinho
uma solucgdo para seu dilema, que € o de continuar pensando
como pensava (significados produzidos em relacio a uma balan-
ca de dois pratos) ou adivinhar como a professora esta pensando.

Via de regra, o aluno se perde. Ha, no entanto, uns poucos
“privilegiados” que simplesmente tentam jogar o jogo que lhes
propoe (silenciosamente) a professora, e aumentam, assim, suas
chances de sucesso (entre outras coisas, aprovagao).

Nossa proposta de atividade continua. Agora que os alu-
nos sao capazes de produzir significado para aquele tipo de
expressoes de dois modos distintos, agora que entendem que as
transformagoes diretas de expressoes constituem uma — entre
outras — forma de se produzir novas expressoes corretas, ha duas
diregoes possiveis a seguir. Podemos buscar estabelecer, da forma
mais efetiva possivel, que as duas maneiras de produzir signifi-
cado sao diferentes ou podemos buscar explorar algumas possi-
bilidades “técnicas” das transformacoes diretas. Abordaremos
primeiro esta ultima possibilidade, principalmente por acreditar-
mos que ela parece mais “razoavel” no contexto de nossas salas
de aula de hoje.

Como indicade no trabalho de Paolo Boero, podemos nos
ocupar dos processos de antecipagio e transformagdo. Em nosso
caso, isso quer dizer, por exemplo, dar aos alunos “pontos de
partida” e “alvos”, e pedir que encontrem uma transformacao
adequada:

Que transformagio leva “X +2b=Y -2B" em "X =Y -4b"?
ou a mais complexa,

Transforme “Y - X = 4b” em uma expressiio do tipo “b=..."
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Para nossas imaginacdes viciadas, a resposta natural para
esta tltima questao seria,

b = ]/—l/4

que foi a resposta que obtivemos de alguns alunos (era uma tarefa
para casa, e alguns pais “ajudaram”). Mas uma das alunas, pensan-
do de forma totalmente original, saiu-se com a também correta,

b=Y-X-3b

O senso de antecipacdo dessa aluna nao incluia, evidente-
mente, a nocio de que uma tal transformacao deveria “isolar” o
“b” em um dos lados, e sua transformacao ¢ perfeitamente coe-
rente com o que pedimos.

Nao vamos nos estender aqui; esperamos que a direcao
esteja clara. HA muito mais que fazer, até mesmo — como fize-
mos em sala de aula — propor expressoes desvinculadas de um
ntcleo como o dos tanques, e pedir coisas semelhantes as expos-
tas anteriormente. Nao houve qualquer tipo de “choque”: os
alunos aceitaram a afirmacao da “autoridade” (o professor) de

que aquelas eram expressoes relativas a outras situagbes, como a
dos tanques.

A outra direcdo, a de explicitar que os dois modos de pro-
duzir significado sio diferentes, pode ser encaminhada assim. Se
transformacoes diretas sdo vistas como legitimas, podemos entio
partir de uma expressao j4 estabelecida, e gerar outras expressoes
SEM nos preocuparmos com os significados “dos tanques”. Por
exemplo, podemos tomar “X + 4b = Y” e retirar 5b, ou 10b, ou 15b
de cada lado. Se retiramos 15b de cada lado, ficamos com:

C-A12 'Y -15b = X - 11b”

136

Mas, o que nos garante que ha agua sur%c:lente em X para
que retiremos 11 baldes? O desenho nao sugere isso e, mesmo que
sugerisse, poderiamos tirar 100b de cada lado, em vez de 15b:

C-A13—"Y - 100b = X - 96b”

2

Segundo as transformacoes diretas, ”Y - 100b~: X - 96%2” é
uma expressao correta, mas, segundo os tanques, néo ¢ possivel
produzir significado para ela. Efetivamente, os dois modos de
produzir significado sdo diferentes, pois um deles produz uma
expressao legitima que ndo o é segundo o outro.

O professor nao deveria dizer que o nﬁcileo' cvlos tanc!ue_s é
“limitado”, ou coisa do tipo: a produgdo de significados é sim-
plesmente diferente em cada caso.

Q  Tematizando nossa proposta

Podemos comecar oferecendo o que pensamos que seja a
atividade algébrica:

A atividade algébrica consiste no processo de producio de signi-

ficado para a dlgebra.
e, naturalmente, temos de dizer o que seja dlgebra para nos:

A dlgebra consiste em wm conjunto de afirmagbes para as quais é
possivel produzir significado em termos de nimeros e operacdes
aritméticas, possivelmente envolvendo igualdade ou desigualdade.

Por um lado, queremos enfatizar que nossa caracteriza(_;'éo
da atividade algébrica depende de “contetidos” de uma maneira
bastante particular: € apenas na medida em queﬁexphc}tamos um
recorte do mundo, um interesse especial por afirmacées para as
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quais n6s produzirfamos um certo tipo de significado, que se
estabelecem fronteiras para a algebra, e mesmo assim fronteiras
bastante movedicas, uma vez que esse recorte nao € necessaria-
mente o da matematica académica, e, sim, o da pessoa que examina
uma atividade e a classifica como algébrica ou nao. Dessa forma, o
matematico profissional talvez nao tenha davidas em classificar
como algébricas atividades que envolvam permutacoes, ao mes-
mo tempo que uma outra pessoa (o aluno ou o professor, por
exemplo) nao o faga; o mesmo poderia ser dito de unides e
intersecoes de conjuntos, e assim por diante.

No entanto, € essencial notar que, embora a “atividade algé-
brica” fique dessa forma caracterizada, seu exame nao se esgota na
constatagdo de que estamos diante de uma atividade algébrica: é
preciso investigar os significados sendo produzidos no interior
dessa atividade. O que isso quer dizer, entre outras coisas, é que o
recorte do que seja “dlgebra” nos serve apenas para identificar
atividades que podem, potencialmente, envolver pensamento al-
gébrico, o que € importante do ponto de vista da educacido mate-
matica, embora, do ponto de vista puramente epistemolégico, seja
irrelevante dizer se isto ou aquilo é ou nao algebra.

Isso indica que, embora aparentemente a nossa seja uma
caraterizacao apoiada em contetidos mais ou menos “oficiais”,
ela ndo confere status epistemoldgico especial aos significados
matematicos (académicos, “oficiais”), permitindo que se atinja o
duplo objetivo que mencionamos antes: os significados divergen-
tes dos “oficiais” nao sao tratados como “erro” nem vistos apenas
do ponto de vista da “falta”, o que torna possivel uma perspectiva
comum tanto para “onde o aluno estd” quanto para “onde quere-
mos que o aluno esteja”.

Por outro lado, o nosso recorte para “algebra”, de clara
inspiracao na matematica “oficial”, reconhece ser explicitamente
essa sua origem cultural, e sua intencao didatica. Esse é um
recorte que serve para nossas intengoes, e em nossa cultura. Nossa
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caracterizagao nao tem valor absoluto algum, isto €, ao afirmar-
mos que uma pessoa estd engajada em atividade algébrica nao
estamos fazendo qualquer referéncia a como essa pessoa — como
sujeito da atividade — a categoriza dentro de seu mundo.

Nés colocamos em uma mesma categoria — algebra —
coisas como equagdes e expressoes (numérico-) literais, mas €
importante, crucial mesmo, lembrar que essa nossa categorizagao
tem como base a possibilidade de produzir significado para todas
elas em relacdo a um nticleo comum: nimeros, operagoes aritmeé-
ticas e igualdade e desigualdade. Mas esse ndo € o tinico nucleo
possivel. Podemos produzir significado para equagdes em rela-
cAo a muitos ntcleos distintos: nticleos de balancas de dois pra-
tos, nacleos de todo-partes, nicleos de maquinas estado-opera-
dor (mé&quinas de funcao), e outros.

Imaginemos, agora, que uma crianga produz, para equagoes,
significado em relacdo a um nicleo de balanca de dois pratos, e,
para o produto notével (a + b)*= a”+ 2ab + b?, produz significado
em relacdo a um nicleo de 4reas. Serd razoavel esperar que essa
crianga categorize as duas coisas juntas, “naturalmente”? Mas
nossa expectativa é que um aluno de 7% série o faga, e diga que €
tudo “algebra”. Por qué? Simplesmente porque o professor diz
que é, apesar de esse ser um processo tao bizarro como se alguém
dissesse que “casa” e “cabana” sao o mesmo tipo de coisa porque
ambas estdo na parte do “c” no dicionario — embora seja um
processo perfeitamente legitimo: o valor operacional dessa cate-
gorizagao € muito pouco.

Parece um exagero, mas nao é: Quantas vezes ja dissemose
j& ouvimos ser dito que nossos alunos parecem nao juntar uma
coisa com a outra, que, quando precisam usar produtos notaveis
para resolver equacdes, nao “conseguem”? O que estamos apre-
sentando aqui é uma possivel explicagdo para esse indesejavel
fenémeno, e uma que vai além de sugerir que 0s alunos devam
ter mais pratica em usar as coisas juntas (seja na forma de ativida-
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des mais abertas, como modelagem, ou na forma de instrugao
especificamente dirigida). Nossa perspectiva sugere, na verdade,
que é o modo de producao de significado, os nticleos subjacentes
a essa producado de significados, que pode fazer com que coisas a
certa altura “distantes” como equacdes e produtos notaveis pas-
sem a estar articuladas. Estamos também afirmando — e riunca é
demais insistir —, que a visao que sugere que ha algo intrinseco
nesses dois temas (algo em geral tido como o que “€” a matema-
tica, e que vem a ser o ponto de vista da matematica académica),
alguma esséncia que torna uma tal proximidade necessdria, essa
posigao estd equivocada.

De nossa perspectiva, € naturalmente necessaria uma refor-
mulagio do que tomamos por conthecimento.

Na epistemologia contemporanea, encontramos basica-
mente duas abordagens. Por um lado, as posigdes (dominantes)
que assumem que a natureza do conhecimento é proposicional, isto
é, que todo conhecimento tem a forma de uma proposigdo; por
exemplo, “2 + 3 = 5”7 é conhecimento. Por outro lado, vamos
encontrar alguns notéveis “rebeldes” — George Lakoff e Nelson
Goodman, por exemplo —, que sugerem que a nogao central seja
“compreensdo” e nao “conhecimento”. A critica destes tiltimos
aos primeiros pode ser resumida como um ataque ao fato de que
0s primeiros ndo conseguiram elaborar modelos segundo os
quais seja possivel dizer com clareza, e em quaiquer situacao, se
uma pessoa tem ou nao um certo “conhecimento”, e que, nesse
tem-ndo-tem perdemos de vista o fato de que estamos — ou
deverfamos estar — interessados mais em como as pessoas fazem
o que fazem no mundo, e menos se elas devem ou nao receber
esse ou aquele stafus. Tanto Lakoff quanto Goodmann atacam
diretamente a nocao de que existiria uma “realidade objetiva”,
que poderia ser utilizada como referéncia para a elaboracgdo de
critérios para “conhecimento”, e este seria, portanto, a explicita-
cdo de fatos objetivos e de suas propriedades objetivas. Alfred
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Jules Ayer, um dos defensores dessa perspectiva “objetiva”, chega
a afirmar que as tnicas proposi¢des candidatas a conhecimento
sao as de dois tipos: as deduzidas de premissas assumidas (como
no caso da matemdtica académica, em sua apresentacao deduti-
va) e aquelas cuja veracidade resulta da vivéncia direta de alguma
experiéncia (objetiva); afirmagoes a respeito de religiao, por
exemplo, sdo descartadas de imediato.

Concordamos com Goodman e Lakoff quanto a sua critica a
existéncia de uma “realidade objetiva”, mas pensamos que nao ha
necessidade nem interesse em abandonar a nogao de conhecimento.

Nao ha interesse, pois uma nocao de conhecimento nos permi-
te recortar, na fala das pessoas, aquelas enunciagoes da forma “A é
B”, que caracterizam o fato de que se estd constituindo “A” em
objeto, pois se esté falando acerca de “A”; ha frases de outros tipos
que tém efeito semelhante, por exemplo, “aconteceu tal e tal com
A”,mas essas podem ser reduzidas as outras (nesse caso, podemos
dizer, “A é um objeto com o qual pode acontecer tal e tal coisa”).

Nao ha necessidade, pois podemos manter essa proprieda-
de de conhecimento, de constituir objetos, e abrir méao da seletivida-
de das formulacoes tradicionais. Os dois grandes problemas com
essas formulaces tradicionais referem-se, a saber: i) se uma certa
proposicao € verdadeira; e ii) se a pessoa que a enuncia tem direito
de “ter esse conhecimento”, isto é, a necessidade de evitar que
uma pessoa “tenha conhecimento por acaso”. Vamos apresentar
uma nova nocao de conhecimento, e depois mostrar de que forma
ela resolve esses problemas:

conhecimento = (crenca-afirmagdo, justificagdo)
Para facilitar, um exemplo,

K1 = ("2 + 3 = 5", “Se junto dois dedos com trés dedos, tenho
cinco dedos.”)
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€ um conhecimento. “2 + 3 = 5” é a crenga-afirmacio; “Se junto dois
dedos com trés dedos, tenho cinco dedos” € a justificacio. A justifica-
¢ao €, nessa formulacio, parte integrante de um conhecimento, e nao
apenas uma “explicagdo” para ele, e conhecimento ¢ o par,

(crenca-afirmacio, justificacio)

€ Nao apenas a proposicao na qual o sujeito acredita, e cuja crenca afirma.

A justificagio é o que garante — para o sujeito do conhecimen-
to — que ele pode enunciar aquela crenga-afirmacio. Se tomamos,

2 . . o .
K2 = ("E=mc"”, “Li num livro que Einstein provou isso.”)

vemos que a justificagdo ndo é necessariamente “sobre” a
crenga-afirmagdo, mas € sempre o que garante que aquela possa ser
enunciada pelo sujeito do conhecimento, e isso mostra o papel
essencial do outro na producio de conhecimento. Todo conheci-
mento € produzido na direcdo do outro, o que quer dizer que o
sujeito que o produz deve acreditar que alguém compartilha
com ele aquela justificagdo. Mesmo nos casos em que a justificacio
nao é enunciada — e estes parecem ser a maioria, especialmente
fora da vida académica —, o fato de que o sujeito produz um
conhecimento indica que a legitimidade de sua enunciacio (da
crenga-afirmagdo) estd garantida. Em outras palavras, o problema
de estabelecer se uma pessoa tem ou nao o direito de “ter” um
conhecimento € um problema interno do processo de producio
de conhecimento, e ndo externo: é a prpria enunciacdo da cren-
ga-afirmagdo que estabelece sua legitimidade, e nio uma delibera-
Gao posterior.

O outro problema, o da veracidade, perde seu sentido ori-
ginal: ndo € a crenga-afirmacio (a proposicdo-conhecimento, nas
visOes tradicionais) que deve ser verdadeira ou nio, e, sim, o
conhecimento em sua nova formulacdo. Mas, outra vez, o préprio
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fato de que a enunciagdo se deu, garante que, para algum interlo-
cutor, aquele a quen a enunciagao foi dirigida, ela é legitima e, portan-
to, verdadeira.

A primeira vista, pode parecer que o que fizemos foi trivia-
lizar os dois problemas, esvaziando-os, ja que agora todo conheci-
mento € verdadeiro e toda enunciagdo de uma crenca-afirmagao
compodem-se um cornhecimento. Mas ndo é bem assim.

Nossa formulacdo de conhecimento mantém essa nogao
como nao-trivial, e por dois motivos. Primeiro, porque nao é tudo
que pode ser dito, ja que qualquer dada cultura aceita alguns, mas
nunca todos os modos possiveis de produzir significados. Se
alguém, comecando amanha, jogasse uma moeda para o alto e
dissesse “vai chover amanha”, caso o resultado fosse cara, e “nio
vai chover amanha”, caso fosse coroa, e seguisse acertando por
mil dias, ainda assim a comunidade dos meteorologistas nao
aceitaria a previsdo do dia 1001 como corhecimento. A enunciagao,

“Viai chover mmanhi; (pois) eu joguei a moeda e deu cara.”

nao serialegitima para esse inferlocutor, a comunidade dos meteo-
rologistas e, se a pessoa quisesse participar dela, nao poderia
enunciar “Vai chover amanha”, embora talvez houvesse um ou-
tro interlocutor que a legitimasse.

Em segundo lugar, o préprio processo de producao de
significados estabelece limites “internos”: ndo é possivel, por
exemplo, produzir significado para “3x + 100 = 10” em relagéo a
um niicleo de balanca de dois pratos. A essa impossibilidade
chamamos de limite epistemoldgico, e sua existéncia esta na base
de um sem-niimero de impasses na sala de aula, como ja indica-
mos quando apresentamos a situagdo ficcional de dona Tania e
seus alunos.
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Esses dois aspectos — a natureza social de conhecimento e os
mecanismos de inserao em préticas sociais e a existéncia de
limites epistemoldgicos — garantem que nossa formulacdo de conhe-
cimento nao cria um “vale-tudo”. Além disso, ela aponta direcoes
importantes e relativamente intocadas para a investigacao: De
que forma se estabelece a legitimidade de novos modos de pro-
duzir significado? Qual o papel (se ha algum) da diversidade de
significados para um mesmo texto? E outras.

Esté claro que essas questdes sio relevantes para que pos-
samos entender processos concretos de producao de significado,
por exemplo, na sala de aula.

Num conhecimento produzido, a crenca-afirmacio correspon-
de a0 que é novo, ao passo que a Justificagdo corresponde ao que é
dado. Justificacées estabelecem um vinculo entre crengas-afirmacoes
e ntcleos, que sao um conjunto de objetos ja estabelecidos e em
relacdo aos quais significado esta sendo produzido. Um niicleo
pode ser constituido por um diagrama, por um desenho, por uma
balanga, por um conjunto de principios (axiomas, por exemplo),
por uma situacao “realista” ou ficcional. O que importa é que é
em relagao aos objetos do niicleo que vai ser produzido significa-
do, seja para que texto for. Niicleos nao se referem especificamen-
te a “contetidos” ou “4reas de conhecimento”: em relagcdo a um
mesmo nicleo de balanca de dois pratos, é possivel produzir
significado para uma equacéo, para a nogao de justiga ou para
fendmenos fisicos diversos.

Os elementos de um nticleo funcionam como estipulacaes
locais: localmente sdo “verdades absolutas”, coisas que assumi-
mos sem que haja a necessidade de uma infinita cadeia regressiva
de justificagoes. O que é importante e revelador é que esse “local-
mente” se refere ao interior de uma atividade, e que no processo
dessa atividade esse nticleo pode se alterar pela incorporacao de
novas estipulagdes (elementos) ou pelo abandono de algumas
estipulacdes até ali assumidas.
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Uma outra nogao essencial em nossa formulagao é a de Iégica
das operacées. Posto de uma forma simples, estamos nos referindo a
um conjunto de estipulagdes, dentro de um niicleo, que se referem
diretamente ao que pode ser feito com os objetos que estamos
constituindo pela producao de significados. Por exemplo, haveria
uma “légica das operagdes com todo e partes”, que corresponderia
ao que pode ser feito com um todo e suas partes: juntar duas ou
mais partes, separar uma ou mais partes de um todo, repartir o todo
ou uma parte em partes (iguais ou ndo), comparar partes. Quando
significado é produzido em relacdo a um nacleo de todo e partgs,
por exemplo, para a equacdo “3x + 10 = 100”7, o que pode ser feito
com esse objeto depende exatamente daquela “16gica das opera-
coes com todo e partes”, mas, se produzissemos significado para
a mesma equacdo em relacdo a uma balanca de dois pratos, opera-
riamos segundo uma “légica das operagdes com balancas ‘de dois
pratos”. Para deixar bem claras as conseqiiéncias disso, vejamos o
que seria diferente nesses dois casos.

Se estamos operando num campo semantico constituido
considerando-se um ndacleo de uma balanga de dois pratos, a
afirmacao,

“3x +10=100" = 3x = 90"

decorre do fato de que “podemos tirar 10 de cada lado e man.ter
o equilibrio”, mas, se estamos operando num campo semantico
constituido com base em um niticleo de todo-partes, a mesma
afirmacao decorre do fato de que “se do todo (100) retiramos uma
das partes (10), o que sobra sdo as outras partes (3x)”. Sdo operacoes
diferentes, e com logicas diferentes, embora em ambos os casos o
célculo que se segue seja a subtragao “100 - 10”.

Falta falar de significado, um termo tao central em tudo que
dissemos. Para nos, significado é o conjunto de coisas que se diz a
respeito de um objeto. Nao o conjunto do que se poderia dizer, e,
sim, o que efetivamente se diz no interior de uma atividade. Produ-
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zir significado é, entéo, falar a respeito de um objeto. Na atividade
dos tanques, primeiro, falamos dos tanques e de baldes de agua
— e entao sao esses 0s objetos —, mas depois passamos a falar das
expressoes — e entao os objetos sao as expressoes.

De tudo o que dissemos até aqui, a riqueza e a complexida-
de do fendmeno da produgéo de significados emergem, mostran-
do que hd muitos e delicados aspectos a considerar:

1) a atividade em questao, e também a tarefa que a origina;
ii) os significados sendo produzidos — e, portanto, o ni-
cleo (ou niicleos) em jogo;
ii1) o possivel processo de transformagio do(s) niicleo(s), e
as possiveis rupturas na dire¢io de novos modos de
producio de significado;
1v) os textos sendo produzidos — notacoes, diagramas, es-
crita, fala, gestos, e sua eventual constituigio em objeto;
v) o papel do professor como interlocutor;
vi) os alunos como interlocutores uns dos outros;
vii) interlocutores nao-presentes;
viii) a existéncia de certos modos de producio de significa-
dos que queremos que os alunos dominem; e,

ix) a existéncia de certas afirmagdes que eles venham a assu-
mir como corretas.

As abordagens tradicionais em educacio matematica — e
mesmo muitas nem tao tradicionais — tomam o ponto (ix) como
sua preocupagao exclusiva, ou tao central que é como se os outros
aspectos nao existissem.

Talvez agora fique claro, para o leitor, o porqué dessa longa
secao tedrica — e praticamente sem élgebra! As mudangas que
estamos propondo para a educacao algébrica tém sua origern em
uma determinada reflexdo teérica e s6 podem ser propriamente
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compreendidas a luz dela; ndo se trata de “facilitar mais ou me-
lhor”, e ndo se trata de aplicar teorias conhecidas de novas (melho-
res) formas. A reformulacido da nogdo de conhecimento que propo-
mos tem conseqiiéncias profundas para a educacio matematica,
tanto ao sugerir dimensoes até aqui nao percebidas dos processos
de produgéo de significado — na sala de aula também — quanto
diretamente ao desenvolver uma abordagem nova para a educacao
matematica escolar e material para uso na sala de aula. No capitulo
final, voltaremos a considerar as possiveis relagoes entre “teoria” e
“pratica”, retomando, também, o que foi apresentado no capitulo
sobre aritmética, mas de uma outra perspectiva.

O Releitura sumdria da atividade dos tanques

Aatividade dos tanques compreende propriamente trés etapas:"”

1) Producdo de uma colecao de expressdes corretas sobre
a situacdo dos tanques
a) introdugao de uma notagao “literal/aritmética”; e,
b) producao de justificacoes para cada expressao produzida.

2) Estabelecimento da possibilidade de transformagoes di-
retas de expressdes como forma de gerar novas expres-
sdes corretas. Para cada expressdao produzida, produz-
se uma justificagio com relacdo ao ntcleo dos tanques e
outra como transformacdo direta de uma expressao
para a qual ja se produziu significado.

3) Exploracao das diferencas entre os modos de produzir
significado praticadosem 1 e 2.

17. A etapa que discutimos, de trabalhar mais com as transformacbes, pode
ser vista como uma extensio que, apesar de bastante interessante, nio faz
parte da estrutura basica. N6s a discutiremos melhor mais adiante.
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o Os objetivos da etapa (1) sao: i) produzir expressdes com
significado; 1i) produzir expressdes em uma forma “padrao”, que
ird aparecer (ou j& apareceu) em outras atividades. O objetivo (i) é
sempre atingido de forma particular, pois o nticleo, em relagdo ao
qual os significados sao produzidos, é particular dessa atividade.

O objetivo principal da etapa (2) é introduzir um modo de
Rroduzir significado que ndo depende (ou depende pouco) da
situacao particular tomada como ponto de partida. Em todas as
atividades que seguem esse formato, em relagdo a algebra, esse
segundo modo de produzir significado caracteriza-se por um
ntcleo constituido pelas propriedades das expressoes em relacao
a transformagées: o que pode ser feito com elas. E essa etapa (iue
caracteriza todo o processo de desenvolvimento de um modo
algébrico de pensar (de produzir significado).

O objetivo da etapa (3) ¢ triplo: i) permitir que os alunos
compreendam que os dois modos de produzir significado sao de
fato distintos, embora ambos “funcionem” em relagdo a situacio
dos tanques; ii) permitir que os alunos compreendam que as
transformagdes diretas de expressdes sao apenas mais um, entre
o.utros, modos de produzir significados para expressoes daquele
tipo, e estabelecer o fato de que pensar daquele modo é uma
0p¢ao, nao uma obrigacao; e, iii) permitir que os alunos tomem
consciéncia das peculiaridades, das vantagens e das desvanta-
gens de cada modo de produzir significado usado.

A importancia — que ja enfatizamos — de se explicitar nas
etapas (1) e (2) as justificacées é tornar possivel a caracterizacao
clara, para os alunos, dos dois modos de produgéo de significado.
Sem essa explicitacao, ficamos apenas no mundo das expressoes,
O que torna dificil — e, para muitos alunos, impossivel ~— com-
preender o processo das transformacées diretas desvinculado do
nticleo dos tanques.

Cada etapa ¢ essencial.
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Aetapa (1) garante que as expressoes que serao diretamente
tratadas na etapa (2) tenham ja algum significado; a importancia
desse passo quase nunca € compreendida por autores e pesquisa-
dores, mas é a auséncia de significado para as expressoes que
estao sendo manipuladas o principal obstaculo para o desenvol-
vimento de lidar diretamente com elas, e ndo alguma dificuldade
“intelectual”. Isso nao quer dizer que, enquanto trabalham com a
transformacéao direta, os alunos fiquem o tempo todo voltando
para os significados produzidos em relagao ao ntcleo dos tan-
ques, e, sim, que, quando falam de propriedades das expressoes,
eles estao falando de algo que ja existe para eles.

A etapa (2) permite o desenvolvimento, a médio e longo
prazo, da legitimidade das transformacoes diretas de expressoes e,
portanto, de um modo algébrico de pensar; sua introdugéo € feita
como um “convite a pensar diferente”, e nao como uma “outra
forma de dizer a mesma coisa”, ja que o que se esta fazendo €
diferente. O grande equivoco das abordagens “facilitadoras” esta
exatamente na conducao dessa etapa: em vez de insistir na diferen-
ca e explicitar que os alunos vao estar pensando de forma diferente,
os “facilitadores” tentam escorregar silenciosamente para o outro
lado, deixando a maior parte dos alunos perdidos.™®

A etapa (3) consiste em uma espécie de “exercicio de meta-
cognicao” durante o qual os alunos podem ir desenvolvendo a
consciéncia de seus proprios processos cognitivos, ainda que em
relagdo a um aspecto particular desses processos.

18.  Nossa colega Rosamund Sutherland, da Universidade de Bristol (Inglaterra),
contou-nos o seguinte exemplo. Ela estava observando uma aula, na
Franca, e a professora queria trabalhar com translagdes. Ela se dirigiu a
uma janela de correr e fez vdrias vezes o movimento de abrir e fechar a
janela, apds o que disse aos alunos que agora ia falar de uma coisa que
lembrava aquela. Se ela fosse uma professora facilitadora, é provavel que
dissesse que ia falar daguilo mesmo, e os alunos terminariam tendo de
imaginar janelas tridimensionais, que talvez servissem para fechar portas
quadridimensionais.
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Na etapa (1), o significado de cada expressao € produzido

em relagdo ao nicleo de tanques:

X+4b=Y Y-2b=X+2b
S e
TANQUES
P 4 \
X+9b=Y+5b Y=X=4b

Na etapa (2), o papel do nicleo dos tanques é bastante
menos central:

X+4b=Y C——— Y-2b=X+2b
S V'

P 4 V\
X+9b=Y+5b €——— 3 Y=X=4b

X+8b=Y+4b
Q  Um projeto de programa para a educagio algébrica

A idéia que vamos desenvolver aqui depende essencial-

mente da caracterizacio que adotamos para a algebra e para o
pensamento algébrico.

A algebra, como ja dissemos,

consiste em um conjunto de afirmacdes, para as quais ¢ possivel
produzir significado em termos de niimeros e operagoes aritméti-
cas, possivelmente envolvendo igualdade o destgualdade.
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Ja mostramos também que ha distintos modos de produzir
significado para a algebra; o pensamento algébrico é um desses
modos e tem trés caracteristicas fundamentais:

1) produzir significados apenas em relacdo a nameros e
operacoes aritméticas (chamamos a isso aritmeticismo);

2) considerar ntimeros e operagoes apenas segundo suas
propriedades, e nao “modelando” ntimeros em outros
objetos, por exemplo, objetos “fisicos” ou geométricos
(chamamos a isso internalismo); e,

3) operar sobre nimeros nao conhecidos como se fossem
conhecidos (chamamos a isso analiticidade).

Pensar algebricamente é pensar dessa forma; é produzir
significado para situagfes em termos de nimeros e operagdes
aritméticas (e igualdades ou desigualdades), e com base nisso
transformar as expressdes obtidas operando sempre de acordo
com (1), (2) e (3).

O leitor ndo deveria se espantar ao concluir que essa nossa
caracterizacao de pensamento algébrico corresponde bastante de
perto ao que poderfamos chamar de “manipulacdo formal”; é
evidente que uma caracterizacao que deixasse de fora esse aspecto
nao seria de interesse. Por outro lado, é preciso ver que nossa
caracterizacao nao se esgota como “calculo formal”. Ela nos permi-
te distinguir variedades de atividade algébrica-algébrica (isto é,
aquela em que os significados sdo produzidos por pensamento
algébrico): se “niimero” se refere aos reais, temos uma variedade,
se refere-se aos complexos, temos outra, e assim por diante. Com
isso, queremos dizer que ndo estamos interessados em reduzir
“pensamento algébrico” a uma nogao abstrata e extremamente ge-
nérica, como seria o caso se disséssemos que pensar algebricamente
€ “operar sintaticamente”, como alguns autores parecem sugerir;
para que fique caracterizada uma atividade algébrica-algébrica, €
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preciso que conhecamos as propriedades dos “ntimeros” e das
“operagdes aritméticas”, termos genéricos, é verdade, mas que s
ganham vida “concreta” na medida em que sdo especificados em
sua particularidade, no interior da atividade em questao.

Talvez alguns critiquem o fato de que falar de “niimeros” nos
restrinja a algebra escolar, mas isso ndo é verdade, como ja mostra-
mos em outros lugares. De modo semelhante, é possivel falar de
“operagdes aritméticas” sem nos restringirmos a algebra escolar.”

Nosso projeto de educagdo algébrica considera, entdo, que
ela deve compreender dois objetivos centrais: 1) permitir que os
alunos sejam capazes de produzir significados (em nosso sentido)
para a algebra; e, 2) permitir que os alunos desenvolvam a capaci-
dade de pensar algebricamente. Pensamos que o desenvolvimento
de habilidades “técnicas” (dominio de técnicas manipulativas, por
exemplo) deve ser uma conseqiiéncia desses dois pontos; é eviden-
te que se deve prestar atencdo a esse desenvolvimento, mas é
essencial reconhecer que ele nao pode e nao deve preceder (1) e (2).

Para atingir esses objetivos, a estrutura tipica das atividades
nao seria muito diferente daquela da atividade dos tanques: i)
dada uma situagdo, produzir afirmagdes tidas como corretas,
junto com justificagbes para sua enunciacdo; ii) com base nas

19.  De forma resumida: ndo ha nenhum problema técnico em dizer que “niimero
¢ qualquer elemento do conjunto de base de uma estrutura algébrica”. Outros
autores colocam restrigdes, por exemplo, que essa estrutura algébrica tenha
duas operagdes de tal e tal tipo, mas isso ndo é realmente necessério. Segundo
nosso ponto de vista, nfimeros naturais, inteiros, reais e complexos sao
nimeros, mas também o sdo: polindmios, vetores, matrizes, permutagdes,
conjuntos, e assim por diante, sempre que estiverem sendo considerados do ponto
de vista da estrutura algébrica correspondente. Por outro lado, o que caracteriza a
“verdadeira” operacdo aritmética é a “sensacido” de estar “fazendo uma
conta”: dois elementos sdo associados para “produzir” um terceiro. E essa
caracteristica— forte — das operacoes aritméticas “verdadeiras” que persiste
nas leis de composi¢do da algebra abstrata, de modo que ndo vemos
inconveniente em utilizar a nomenclatura que adotamos, de modo a preservar
o tnsight que ela oferece.
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expressoes produzidas em (i), trabalhar também com transforma-
coes diretas dessas expressoes. E evidentemente importante que
se explicite que os dois modos de produzir significado sao distin-
tos e, se insistimos outra vez nisso, € porque nao queremos que 0s
“facilitadores” achem, nem por um minuto, que estamos dando
suporte para suas propostas: Nao estamos!

A situacdo dos tanques é bastante apropriada para esse tipo
de atividade, mas certamente ndo ¢ a tinica. Situagoes que envol-
vem balangas, dreas, maquinas de fungdo, situagoes “com histo-
ria” e muitas outras podem servir igualmente bem a nossos
objetivos. Vamos tomar o caso dos padrées com azulejos, de que
ja falamos neste capitulo, e mostrar como ele ficaria se tratado do
ponto de vista de nossa abordagen.

Escreva uma férmula para calcular o nimero

de azulejos brancos se vocé souber o nimero
de azulejos pretos.

Em relacio a notacdo a ser empregada, 0 processo seria
similar ao que dissemos sobre os tanques, e vamos aqui usar “P”
para os azulejos pretos e “B” para os brancos. Uma variedade de
férmulas pode aparecer; vamos representa-las como crencas-afir-
magbes e acrescentar possiveis justificagoes:

C-A14—"B=2P +6”
J14—“Para cada preto ha dois brancos, um em cima e outro
embaixo; além disso, ha sempre trés ‘em pé, em cada
ponta, num total de 6.”
CAls—"B=2P +2)+2"
J15—"Alinha de cima e a linha de baixo tém, cada uma, P + 2
azulejos; além disso, ha um branco em cada extremidade
da fileira de pretos.”
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As justificacées foram produzidas em relacio a um mesmo
nacleo, e, além disso, no caso dessa atividade, todas as expressoes
sao equivalentes — embora os alunos ndo tenham necessaria-
mente consciéncia desse fato. O préximo passo é olhar diretamen-
te para as expressoes: se cada uma delas representa a mesma
coisa, podemos dizer que,

“OP+6=2(D+2)+2"

Discutindo como as duas expressdes podem ser iguais, os
alunos chegam eventualmente a,

“2(P+2)=2P +4”

Esse € um primeiro passo, que pode ser explorado:
Que expressio do tipo “2 (... + ...)" é o mesmo que 2P + 67

Se os alunos chegam a “2 (P + 3)”, podemos entdo pergun-
7 ~ . . o .
tar, “e em relacdo ao diagrama dos azulejos, que jeito de contar é
esse?” A resposta pode ser,

C-A16—"B=2(P +3)
J16—"5a0 dois 'L, cada um com P + 3 azulejos.” (figura a seguir) '

Um pouco mais complicado, podemos chegara conclusao de que

CAl7—"B=2P+6" = “B=3P + 6-DP”
J17 —"Somar e subtrair P ndo muda nada.”
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e dai dizer que,

C-AI8—“B=3P+6-P"="“B=3(P+2)-P”
J18 —"3P + 6 = 3 (P + 2), e € s6 substituir.”

Procuramos agora descobrir um modo de contar, no diagra-
ma dos azulejos, que corresponda a essa férmula, e encontramos
algo surpreendente:

CAl—"B=3P+2)-P”
Ji9—"5e faco 3 (P + 2), estou contando todos os azulejos no
retangulo. Basta, entao, tirar disso os pretos.”

O ritmo desse processo certamente vai variar bastante, de-
pendendo da série, da experiéncia anterior com esse tipo de
atividade e com a concentracao da prépria turma. De posse dos
principios gerais, o professor pode acompanhar o andamento do
trabalho, e manter sempre um olho nos dois objetives que quere-
mos alcancar.

Para que o leitor possa avaliar melhor o que nossa proposta
acrescenta, podemos dizer que o tratamento tradicional dessa
situacdo, em sala de aula, incluiria apenas produzir as férmulas,
seja diretamente (um tratamento visual/genérico) ou com base
em uma tabela de dados numéricos:

E verdade que a situacao do padrao de azulejos é um tanto
limitada, mas podemos facilmente torna-la bastante mais aberta,
tomando uma outra situacao, a da piscina:
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Uma piscina tem sua borda
- — feita com azulejos. A piscina
- — tem as dimensodes indicadas

- — | Hazulgjos a0 lado.

- - Dé uma férmula para
- - calcular o nimero de
1T azulejos na borda desta

piscina
[

L azulejos

A mesma forma de trabalhar que utilizamos com o padrao
de azulejos aplica-se aqui, com a diferenca de que h4 um poten-
cial maior para expressoes diversas, e que temos agora 3 “varia-
veis”: L, H e o ntimero total de azulejos. Sugerimos que o leitor
faga suas proprias investigagoes, e produza um bom ntimero de
férmulas possiveis. Como seria possivel produzir significado
para “A= (L +2).(H + 2) - LH” em termos do diagrama da
piscina? (“A” é o namero total de azulejos na borda.)

Acreditamos que esses exemplos, mais o dos tanques, sejam
suficientemente “exemplares” para que ndo sejam necessarios
outros. A idéia geral é sempre a mesma: trabalhar na direcio de
desenvolver a idéia de que manipular diretamente as expressoes
€ legitima. A questao de melhorar a “destreza” dos alunos nessa
manipulagao depende obviamente de algum tipo de pratica, seja
em atividades como as que indicamos ou mesmo em simples
“exercicios”. O que deve ficar claro, no entanto, é que exercicios
s6 podem ser eficazes caso os alunos compreendam a natureza do
que estdo fazendo, para saber que, naquele momento, trata-se de
praticar um certo conjunto de técnicas, mas que essa pratica esta
inserida em um quadro maior, e que ela ndo se justificaria em si
mesma.

As atividades nas quais nos concentramos sao primordial-
mente o que podemos chamar de “atividades de insercao”, e
dirigem-se centralmente a criar situacbes nas quais os alunos
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podem tomar como legitimo um certo modo de produzir signifi-
cado, de pensar. Essas atividades de insergao nao tomam tanto
tempo quanto se pode imaginar em principio, mas sao absoluta-
mente essenciais. Estudos nossos, em andamento, vém mostran-
do que o impacto delas no trabalho dos alunos € grande, maior
mesmo do que esperdvamos.

E preciso reconhecer também, no entanto, que ha todo um
conjunto de atividades, de outros tipos, e que sdo também impor-
tantes na sala de aula. Atividades de investigagao, como as pro-
postas por Boero ou por Bell, a utilizagdo da algebra como forma
de sistematizar propriedades observadas (generalizagao), resolu-
cdo e discussao de problemas utilizando a algebra como ferra-
menta. Todas essas sao formas de trabalho que devem ser utiliza-
das pelo professor.

O que nao vamos fazer é oferecer uma proposta de seriacao
para um programa de educagao algébrica. Talvez baste dizer que
acreditamos que comecar a educagao algébrica o quanto antes é
fundamental, para que mais tarde nao nos queixemos de como 0s
alunos nao conseguem “largar a aritmética”. A questdo dos con-
teidos a serem tratados deve ser discutida da perspectiva que
propomos, segundo a qual a atividade algébrica deve fazer parte
do processo de organizacao de uma atividade (talvez matematica,
talvez nao). Oferecer “nossa” lista de contetidos s6 contribuiria
para “matar”, prematuramente, essa discussao, o que certamente
nio queremos, e possivelmente centrar a reflexao do leitor num
“esth certo, esta errado, falta isso, sobra aquilo”. Preferimos nos
concentrar nos principios para uma educagao algébrica.
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4
CONCLUSAO

Logo no inicio do capitulo 1, dissemos que irlamos mostrar
que a idéia de que a aritmética deve preceder necessariamente a
algebra na escola é infundada. Pensamos que o trabalho de Davy-
dov, discutido no capitulo 3, oferece evidéncia suficiente para
nossa afirmacao. Por outro lado, isso ndo deve ser interpretado
como uma afirmagao de que a dlgebra deva preceder a aritmética,
pelo motivo simples de que ha todo um conjunto de experiéncias
aritméticas, extra-escolares, que as criangas trazem consigo ao
iniciar o trabalho escolar; o que devemos buscar € a coexisténcia
da educacao algébrica com a aritmética, de modo que uma esteja
implicada no desenvolvimento da outra.

O tratamento tradicional da aritmética escolar poe em pri-
meiro plano técnicas de calculo, mas deixa de fora tanto o desen-
volvimento de um sentido numérico, como ja examinamos, quan-
to uma discussao das 16gicas das operagbes subjacentes ao uso do
célculo aritmético como ferramenta, um quadro claramente insa-
tisfatério. Além do que, perde-se em termos de uma aprendiza-
gem mais s6lida, que permita um uso mais flexivel e competente
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daquelas ferramentas, perde-se também a oportunidade de as
criangas desenvolverem a capacidade de refletir sobre o que hé de
genérico sobre as situacbes envolvidas, refletir sobre a l6gica das
operagoes, o que, em ultima instancia, refere-se a uma maior
capacidade de articular os recursos postos em jogo na solucdo de
um problema ou na condugao de uma investigacao.

Os exemplos sao claros: a representacao visual da informa-
¢ao numeérica — como no caso que apresentamos, do consumo de
bebida ao longo da semana — nao se reduz jamais a um possivel
tratamento no qual se representam as porcentagens em relacio ao
total ou em relagdo ao maximo consumo; assim também a produ-
¢ao de significado para um problema do tipo “tinha 9, ganhei
alguns, fiquei com 17”, em termos do diagrama,
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coloca imediatamente em jogo todo um conjunto de outras relacdes,
sem que isso se dé pela aplicacao de regras de transformacio.

A educacédo aritmética tem sido, até aqui, insuficiente em
termos de seu alcance, a0 passo que a educagao algébrica tem sido
insuficiente em termos de objetivos. Enquanto a educacio aritmé-
tica precisa ampliar o conjunto de atividades e habilidades que
considera — com vistas sempre no desenvolvimento do sentido
numérico como nds o descrevemos —, a educacio algébrica pre-
cisa passar a considerar também o fato de que qualquer aspecto
técnico s6 pode se desenvolver se, a0 modo de producgio de
significado que o sustenta — e, portanto, a l6gica das operagoes
subjacente —, o aluno confere legitimidade. Em ambos os casos,
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o da aritmética e o da algebra, a mudanga de perspectiva mais
importante refere-se a passarmos a pensar em termos de signifi-
cados sendo produzidos no interior de atividades, e ndao, como até
aqui, pensarmos em termos de técnicas ou contetidos.

As conseqtiéncias sao claras. Por exemplo, ja ndo temos de
centrar nossa discussdo em se o algoritmo para extragio da raiz
quadrada deve ou ndo ser visto: é apenas no interior de uma ativi-
dade e perante a demanda que ali se apresenta, e em relacdo a um
ou mais nucleos, que se produzira ou néo significado para aquele
algoritmo, e que ele terd ou ndo um papel qualquer, seja como
ferramenta ou como objeto. O mesmo pode ser dito em relagio as
fragdes ordindrias: ndo vemos muito sentido em debater se essas
fragdes devem ou ndo estar nos programas, independentemente das
atividades que emergirdo em salas de aula concretas. Um programa
pode sugerir que as fra¢des ordindrias sejam de interesse, por exem-
plo, na comparacao da eficiéncia de duas linhas de producao, ou no
tratamento de quaisquer outras situagdes em que a comparagio de
razdes possa ser relevante. Mas fracdes ordinarias ndo sdo o tinico
instrumento para organizar aquelas situa¢des (ha as porcentagens,
por exemplo). E assim por diante.

Em relacdo a uma educagao basica, o nosso ensino funda-
mental, ndo nos parece que seja razodvel considerar o famoso
argumento da educagdo propedéutica: ndo é aconselhavel sacrifi-
car a maioria em nome de preparar uma minoria para futuros
contetidos. Dizemos isso porque muitos professores acreditam que,
ao se concentrarem em trabalhar habilidades técnicas, estdo prepa-
rando os alunos para técnicas mais dificeis “que vém depois”. A
abordagem que propomos, mesmo rejeitando essa nogao, cria de fato
condigdes para que os alunos trabalhem com “técnicas”, a0 mesmo
tempo em que nos dirigimos a permitir que muifos tenham acesso
aquelas técnicas, e ndo apenas os que “adivinharam o que o profes-
sor queria”. E estamos, aqui, falando tanto da educagdo algébrica
quanto da aritmética; pensar visualmente, combinatorialmente e
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proporcionalmente sdo aspectos essenciais para quem queira
prosseguir estudos na matematica académica, e ndo apenas con-
tetidos técnicos e defini¢des estéreis.

A educagéo aritmética e algébrica para o século XXI deve, a
um s6 tempo, integrar-se com a rua — isto é, cumprir um papel
de organizar o mundo fora da escola também —, e tornar-se mais
efetiva em seu papel de ajudar os alunos a aumentar seu repertério
de modos de produzir significado.

Ha 50 anos, a matemaética para o cidadao comum era estrita-
mente coisa de papel elapis, quando muito de maquina registrado-
ra, no comércio. Hoje, ndo. O acesso a calculadoras é extenso — as
vezes, compra-se um aparelho de barbear e recebe-se, de brinde,
uma calculadora —, e a tendéncia a aumentar o acesso a computa-
dores é real. Mas ndo precisamos pensar apenas neles: jornais e
televisao trabalham cada vez mais com graficos e outros recursos
visuais de apresentacdo de dados; coédigos de todo tipo nos ro-
deiam; férmulas, para calcular dosagem de remédios ou impostos.
O que é preciso entender é que cada um desses instrumentos ou
situacoes envolve modos préprios de pensar, e que disso a escola
deve se ocupar; de nada adianta a pessoa ver um grafico de, por
exemplo, variagao no preco da cesta bésica, se o tinico significado
que consegue produzir é o de que aquilo é “o grafico de uma
fungio”. Em relacao a relagdes quantitativas, é necessario também
“pensar com graficos” e “pensar com diagramas”.

No caso da educagéo algébrica basica, devemos entender
sua contribuicao a formacao das pessoas de maneira ampla. Pri-
meiro, em sua participacdo na educacao aritmética e na formacao
de um sentido numérico. Segundo, e muito naturalmente, em seu
papel no desenvolvimento de instrumentos para a resolucao de
problemas e para processos investigativos — dentro e fora da
matematica (o que contempla a obsessao propedéutica de alguns,
de que os alunos possam, no futuro, aprender mais...algebra). Por
fim, e este é um papel em geral ignorado, evitar que muitos de
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nossos alunos permanecam impedidos de compreender um as-
pecto-chave de nossa cultura: pensar o mundo em ntmeros.

Nao vamos nos estender nesse tltimo ponto, até porque ha
um excelente livro sobre o assunto, publicado no Brasil: O sonho
de Descartes, de P. Davis e R. Hersh (Livraria Francisco Alves
Editora). Vamos ressaltar, no entanto, esse fato geral de que, cada
vez mais, nosso mundo é descrito em nameros: trajetérias de
planetas (desde o tempo de Newton), todo tipo de leis fisicas
(sobre quedas, calor e interagio entre particulas subatémicas),
nameros de telefone, senhas de acesso em caixas eletrénicos, o
“valor” de uma dissertacdo escolar sobre D. PedroII, o “valor” de
um magnifico salto de um ginasta. Nas bolsas de valores apare-
cem e somem bilhoes e bilhdes em minutos, sem que um parafuso
sequer tenha sido produzido ou destruido: tudo se d4 no mundo
dos ntmeros qualificados com “dinheiro”. H4 nlimeros médios
{(que em si nao dizem muito: o aluno tira zero numa prova e dez
na outra; o que quer dizer o cinco de “média” que ele obteve?),
nameros gigantescos e nimeros mindsculos (a probabilidade de
vocé ganhar na Mega-Sena).

Para alguém que ouve dizer que Einstein revolucionou a
fisica, dizendo que “E = mc®”, mas que ndo compreende o fato —
minimo — de que essa equagao exprime uma relagdo entre quan-
tidades, a sensacao deve ser de um tremendo achatamento cultu-
ral. Dos milhoes de pessoas que repetem confiantes a palavra de
ordem “E = mc™”, é provavel que a esmagadora maioria nfo faca
a menor idéia do significado fisico daquela expressao, mas o que
certamente eles compartilham é a convicgao de que expressoes
como essa sao legitimas, podem ser enunciadas. Esse pode pare-
cer um aspecto sem importancia, mas nao €, porque sua extensao,
a freqiiéncia com que ocorre, faz dele mais do que um caso
particular. Aquele que nao diz “E = mc””, em geral, sabe tanto de
fisica quanto o que o diz, mas aquele é excluido de um certo
discurso, e este nao.
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Mais do que isso, se queremos que as pessoas venham a
produzir significados mais ricos para essas expressoes que trans-
formam o mundo em ntmeros, é necessirio que elas antes de mais
nada as vejam como legitimas. Para “falar bem em ntmeros”, é
preciso “falar em niimeros”, e assim como um sentido numérico
adequado exige mais do que unidades, dezenas, centenas e as
quatro operagoes, “falar bem em nimeros” exige conceder legiti-
midade a relagdes quantitativas e a seu tratamento como tal. E sao
essas as coisas que propomos como base da educagao aritmética
e algébrica para o século XXL

A partir do momento em que o “falar bem em niimeros”
dirija seu olhar para a rua, a dlgebra vai deixar de ser coisa do
dominio exclusivo da escola, e hd uma conseqiiéncia disso cujo
alcance € tremendo.

Haviamos dito, na Introdugéao, que era possivel entender o
porqué de a dlgebra representar um momento de corte severo na
educagdo matemaética escolar, e agora estamos em condicoes de
oferecer nossa interpretacao. Por ser de dominio exclusivo da
escola, o fracasso na algebra escolar significa um fracasso absoluto.
Se vocé fracassa no Portugués escolar, isso nao o impede de falar;
se voceé fracassa na Educacao Fisica escolar, isso ndo o impede de
jogar bola na rua. Mas, se vocé fracassa na algebra escolar...

Na raiz disso estdo duas coisas. Primeiro, é verdade que na
rua nao se apresenta a demanda para que se produza significado
para, por exemplo, “x” + 2x + 1 = 0”; para melhorar a situagdo
nessa frente, € preciso um esfor¢o maior para popularizar a mate-
matica, fazé-la mais presente em jornais e revistas populares,
assim como ja se comega a fazer com a fisica, a quimica e a
medicina, por exemplo, nas se¢des de “Ciéncias”. Por outro lado,
a escola hoje termina por bloquear a porta de saida que restava:
ou bem ela nega os significados ndo-matematicos para a algebra
— adotando um ensino formal, como no caso da maioria dos
livros-didaticos ou na proposta da chamada Mateméatica Moder-
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na — ou, entao, ela os admite, mas apenas para substitui-los pela
versdo “completa”, a “esséncia”, que seriam os significados ma-
tematicos; essa é a proposta dos “facilitadores”.

Retomando o que dissemos varias vezes, € preciso que a
escola tenha a dignidade de admitir que significados matemati-
cos sao mais um modo de produzir significado, e ndo o tnico, e
mais, que os significados matematicos e 0s ndo-matematicos sao
diferentes. Apenas assim, permitindo a legitimidade dos significa-
dos ndo-matematicos na escola, poderemos aspirar a legitimida-
de dos significados matematicos fora da escola. A educacao arit-
mética e algébrica precisa se preocupar em mostrar aos alunos
que os significados matematicos podem servir para organizar
atividades que, de todo modo e de outras maneiras, poderiam ser
organizados sem os significados matemdticos. Com isso, estes passam
a ser vistos como legitimos; se eles vdo ou ndo prevalecer para
essa ou aquela pessoa, essa é uma questao diferente, que nao cabe
analisar aqui. Indicaremos apenas que o trabalho de Roberto
Baldino, da Unesp-Ric Claro, preocupa-se centralmente com os
processos de legitimacao de formas de produgao de significado.

O grande objetivo da educacao aritmética e algébrica, hoje,
deve ser o de encontrar um equilibrio entre trés frentes: i) o
desenvolvimento da capacidade de pdr em jogo nossas habilida-
des de resolver problemas e de investigar e explorar situagoes; ii)
o desenvolvimento de diferentes modos de produzir significado
(pensar), o que poderiamos chamar de atividades de insercao e
tematizagdo; e, iii) o aprimoramento das habilidades técnicas, isto
é, da capacidade de usar as ferramentas desenvolvidas com maior
facilidade.

Os pontos (i) e (ii), embora descritos separadamente, estao
profundamente relacionados. Primeiro, porque em situagdes
como as de (i) revelam-se um sem-niimero de novos modos de
pensar pelos alunos, e que podem ser tematizados, a0 mesmo
tempo em que € a partir dali que surge a necessidade de novos
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modos de pensar e de novas ferramentas. Por outro lado, como ja
dissemos, as atividades de insercdo ndo devem proceder como se
nada houvesse antes do que o professor quer dizer; nio se trata
de substituir os antigos modos de pensar, e, sim, de desenvolver
novos modos, comparéa-los com os outros e avaliar os pontos
fortes e fracos de cada um.

Talvez a melhor maneira de representar o que imaginamos
para o processo todo seja pensar em ciclos: com base em situagoes
que estdo sendo exploradas, surge a possibilidade ou a necessidade
de tematizar certos aspectos do que estd acontecendo ali, ou de
introduzir certas novas consideragdes, e, com base no que se pro-
duz assim, naturalmente buscar meios de tornar os instrumentos
desenvolvidos mais seguros e mais familiares. Nao estamos intro-
duzindo nada novo com essa idéia de ciclos; outros autores ja a
adotaram. O que queremos € indicar que nossa proposta de traba-
lhar com base em significados, e ndo em contetidos, funciona perfei-
tamente bem com a idéia de ciclos. Acreditamos que o trabalho com
base em significados d4, também, uma flexibilidade bastante maior
aquele tipo de trabalho, pois permite ao professor uma leitura
positiva e permanente do que os alunos estao dizendo e fazendo,
ao passo que o trabalho centrado em contetidos — que também
poderia seguir o padrao dos ciclos — padece dos problemas que
indicamos, por exemplo, no capitulo 3, em relagdo a algebra: é
dificil trabalhar da perspectiva de que o aluno ou bem alcangou
plenamente o que queriamos ou bem est4 em falta (e ndo sabemos
onde ele estd). A idéia dos ciclos é forte porque propde um desen-
volvimento que nao se d4 de uma s6 vez, substituindo a linearida-
de da aprendizagem — que nao existe! — pelas visitas sucessivas e
repetidas aos mesmos temas, cada vez de uma maneira diferente,
em uma situagao diferente. Os ciclos podem oferecer, além de tudo,
a possibilidade de partir de uma atividade com “intengao” algébri-
ca, e passar para uma outra, de “intengao” aritmética, ou vice-ver-
sa. Usamos as aspas para indicar, mais uma vez, que é apenas no
intertor da atiidade que ela se caracteriza, é apenas em seu decorrer.
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Nem o professor nem a tarefa devem manter os alunos em camisas-
de-forca, embora a intervengio do professor seja essencial, como ja
discutimos.

Um outro aspecto do trabalho em ciclos € que ficam revistas
as nogoes de teoria e prética, e a relagdo entre elas. Com esse tipo
de trabalho, o papel e a origem de toda teoria devem estar eviden-
tes para os alunos. Nao se trata, evidentemente, de defender um
pragmatismo a toda prova, um utilitarismo na educagao matema-
tica, e, sim, de afirmar que, mesmo nos casos em que a teoria que estd
sendo estudada nio se dirige a resolver um problema proposto nem a
organizar uma investigacdo em andamento, ainda assim a motivagio
para seu estudo surge no interior de uma dessas atividades. Esse tipo
de atitude, por parte do educador matematico, reintroduz uma
componente importante da atividade matematica, estabelecendo
claramente que esta é histérica e material, e que tem sujeitos.
Acima de tudo, é fundamental, do ponto de vista da formacao
critica dos alunos, que néo se estabeleca o arbitrio na sala de aula.

Uma outra caracteristica do trabalho com base em signifi-
cados refere-se a questdo das notagdes. Nos capitulos 2 e 3,
tivemos oportunidade de observar que muitas pessoas ainda
parecem considerar que notagdes carreguem “em si” este ou
aquele significado. A questdo poderia ser tratada de forma sim-
ples, pois poderiamos dizer que o significado “estd em quem
interpreta, e nao na notagao”. Mas essa questao tem mais aspec-
tos a serem explorados.

Por um lado, é verdade que uma determinada notagéo pode
estar “carregada” de significado, e o que queremos dizer com isso
é que, para uma certa pessoa, € dificil ver aquela notagao empre-
gada de forma diferente da que ela esta acostumada a empregar.
Um exemplo simples € este:

. 2
Resolva, para m, a equagio x™ + mx + 2 = 0
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Nossa escolarizacao é tdo insistente em que “x € sempre a
incognita” que podemos ficar inclinados, ainda que num primei-
ro momento, a utilizar a fé6rmula de Bascara, vendo ali uma
equacao de segundo grau. John Mason propods, em um artigo seu,
que experimentdssemos escrever a definicao de limite trocando
os épsilons por deltas e vice-versa.

O que estd acontecendo é que certos modos de produgao
de significado tornaram-se legitimos & custa de outros. Se é
“certo” ou ndo que “x é sempre a incégnita”, essa € outra ques-
tao. O relevante € que essa seletividade opera na producao de
significados, e nao como se um dado significado passasse a
“residir” numa dada notagao. Se isso nao é claramente com-
preendido, fica dificil entender por que o aluno nao “vé” o
mesmo que nés. Mas ha mais.

Tomemos a equagao “3x + 10 = 100”. Se estou produzindo
significado algébrico, isto é, pensando algebricamente, tudo que
importa sao as propriedades dos niimeros e da igualdade em
relacdo as operagOes aritméticas; ndo ha nada mais, e a notacgao
acima ¢é perfeitamente adequada. Mas, se estou produzindo signi-
ficado em relagdo a um nacleo de todo e partes, talvez seja mais
adequado um diagrama,

!x['xLu 0]

100

uma notacao “carregada” do que é relevante, a possibilidade de
juntar, separar e comparar partes. Se a andlise da atividade algé-
brica e aritmética nado é feita do ponto de vista dos significados,
fica dificil entender a questdo da adequagao, e ficamos em grande
parte restritos a pensar que o “poder” da “notacdo algébrica” é
absoluto. No caso da aritmética, ja mencionamos a necessidade
de se pensar, por exemplo, com gréaficos e diagramas.

168

O terceiro ponto a considerar, em relagao a notagdes, € o da
legitimidade. Em relagao a uma crianca que aprendeu a ler e a ver
as letras como “notacdo para palavras” — s6 para sugerir um
paralelo... —, e que aprendeu a usar nimeros e sinais para as
operacoes com nimeros, nao deveriamos esperar, num primeiro
momento, que lhe parecesse razoavel misturar letras com sinais
para operagées e com Nimeros, ainda que uma vez isso feito o resultado
parecesse absolutamente claro. E 0 caso da notagdo que se introduz na
atividade dos tanques: uma vez estabelecida a notagéo com letras,
néo ha dificuldade, precisamente porque os significados estao cla-
ros. O papel do professor, ou de alguns dos alunos, ¢ estabelecer
que aquela notacdo, naquela situacao, € legitima.

Uma notacdo deve, entao, ser legitima e adequada, e nesse
processo é que ela vai se “carregando” de significados, o que quer
dizer que se transforma em objeto para a pessoa, um objeto que
se conhece cada vez melhor.

Fechando, repetimos algo em que insistimos durante todo
este livro: é preciso examinar criticamente, e com muita severi-
dade, todos os modelos que nos permitam apenas a leitura dos
outros pela falta. Esse €, com certeza, um dos mais poderosos
instrumentos a servigo de excluir tudo que nao € como somos, de
minimizar o valor da producio de outros como forma de maxi-
mizar o valor da minha produgao; a escola tem sido particular-
mente til nesse processo, mas nao precisa ser assim. A escola
tem sempre um papel na manutengio de uma identidade cultu-
ral, mas é preciso perguntar, em nosso caso, qual € a identidade
cultural que ela tem preservado. Embora termos como “civiliza-
cao ocidental” sugiram que somos um todo homogéneo, estamos
bem longe disso. Parece-nos que “criancas urbanas, filhas de pais
operarios” é uma categoria tao original — e diferente de “nds”
— quanto “indios xavantes”, e do mesmo modo que respeitamos
a organicidade da cultura destes, temos de respeitar a daqueles.
Existe, é verdade, a expectativa de que “criancas urbanas, filthas
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de pais operérios” sejam, como diz Alan Bishop, enculturadas,
mas ndo os indios xavantes, mas isso nao muda o fato de que a
nossa atual educagao escolar favoreca, em algum momento, que
eles se sintam um grupo em extingao: a extingao da rua e da
infancia deles, talvez. Ao pensar a educacio matematica em
termos de significados, é possivel um tratamento mais correto
desse processo.
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